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Docente: Luca Schenato Stesori: Baro, Favero, Spitaler

8.1 Approccio Bayesiana per stima e filtraggio

Si consideri il seguente modello dinamico lineare e tempo invariante:

Tpp1 = Az 4wy
1
{ yr = Cop+ g (8.1)
dove, come di consueto:
Vg N(O, R), E[vkvh] = R(S(k‘ - h)
zg ~ N(Zo, )
Si supponga di voler stimare z;, in base alle osservazioni Y = {Y0, -, yn} fino all’istante h.

Si distinguono tre casi:

1. k>h = predittore
2. k=h = filtro

3. k<h = interpolatore

I primi due casi sono stati trattati in precedenza. Rimane quindi da vedere 'interpolatore.

Osservazione: Finora nel contesto della predizione si ¢ sempre parlato di predizione a
un passo. Non ¢ pero difficile estendere questo concetto alla predizione a 2 (o pit) passi.
Ricordando le formule per il predittore a 1 passo:

fk+1|k = Ajjk“f
P = APpAT +Q

e tenendo conto del fatto che per la predizione a 2 passi non si hanno a disposizione ulteriori
misure, le espressioni risultano:

~ ~ 2 A
Tppoy = AZppp = A Tk

Pepop = AP AT +Q = A2Pyi(AT)? + AQAT +Q

Si vede quindi che dal secondo passo (in poi) la predizione ¢ basata sul modello (8.1) (si
lavora in catena aperta). La generalizzazione alla predizione a n passi ¢ immediata.
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8.1.1 Approcci all’interpolazione

Gli approcci al calcolo dell’interpolatore di Kalman sono sostanzialmente tre. Si ricordi
che si vuole stimare x; in base alle osservazioni yg, y1, - . ., yr, dove T' > k.

1. Approccio vettoriale
Costruendo i vettori

X1 Yo Wo Vo

xT yr wWr-1 U

il modello (8.1) puo essere riscritto, con ovvio significato dei parametri, in forma
compatta:

r = Hxy+ Lw )
y = Gr4+v=GHzxo+ Lw)+v=Gro+ Mw+v

Questo approccio, seppur molto intuitivo e matematicamente corretto, non ¢ molto
efficiente dal punto di vista computazionale.

2. Approccio di programmazione dinamica
Come evidenziato in Figura 8.1, seguendo questo metodo si fanno due passate con il
filtro di Kalman: una in avanti, ottenendo Z7|r, e successivamente una seconda passata
all'indietro, usando come misure le stime Zy; ricavate alla prima passata, ottenendo

Zrir-
Xo ~ X1 X2 X7
. > ) > ) » )
1a passata o
P » XTT
2a passata

- o
Xkt <

Figura 8.1. Modello markoviano (rappresentazione grafica della dinamica)

3. Approccio forward-backward o parallelo
Invece di fare due passate successive come nell’approccio di programmazione dinamica,
si puo pensare di far partire il filtro di Kalman all’istante iniziale 0 e contemporanea-
mente all’istante finale 7' (facendolo evolvere all'indietro). I due filtri si devono poi
incontrare proprio all’istante k, come evidenziato in Figura 8.2, e successivamente i
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0 k. ]

Filtro di Kalman b J Filtro di Kalman

N
Xkt

Figura 8.2. Interpolazione forward-backward

risultati ottenuti vanno combinati in modo opportuno. Le espressioni che si ottengo-
no usando questa tecnica sono diverse da quelle ricavate secondo ’approccio 2, ma il
risultato é lo stesso.

In questa trattazione verra sviluppato solo I’approccio forward-backward.

8.1.2 Interpolazione forward-backward

Prima di passare al calcolo dell’interpolatore, si richiamano alcune nozioni preliminari,
che torneranno utili piu avanti.
Siano z,y due variabili aleatorie gaussiane, con densita di probabilitd congiunta data da:

(] )
[y} Hy] | Bye Sy (8.2)
Valgono allora le seguenti proprieta:

A. Proprieta di condizionamento
Con riferimento alla (8.2), la variabile aleatoria x|y (z condizionata y) ha distribuzione

zly ~ N (pe + Say Sy, (¥ — ty), Baw — Ly Sy Sya)

B. Proprieta di marginalizzazione
Sempre con riferimento alla (8.2), la variabile aleatoria = ha distribuzione

C. Si consideri una variabile aleatoria  ~ N, (u,X). Allora la sua densita di probabilita
¢ data da:

plo) =c-exp { = - )" o -0}

dove la costante di normalizzazione ¢ viene determinata in modo tale da rendere 'inte-
grale di p(x) unitario. Spesso si scrive (omettendo cosi ¢) la relazione di proporzionalita:

pla) o exp {30 = 2w = )}
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D. L’inversa di una matrice a blocchi é data da:

R G

Ora si puo procedere alla derivazione delle equazioni dell’interpolatore di Kalman. Per tale
scopo si seguira l'approccio bayesiano.
Si consideri il modello (8.1). Passando alle densita di probabilita, per la prima equazione
risulta:

Tpp = Az +wp = p(app|ag) = kaﬂ(z‘lfb’k, Q)

dove per il calcolo della varianza é stata sfruttata la relazione:
Tp41 — E[Ik+1] = Tpy1 — Az = wy,
Analogamente, per la seconda parte del modello si ottiene:
yp = Cap+vr, = p(ylze) = N, (Cxy, R)
Cosi, nel caso particolare di variabili aleatorie gaussiane, le espressioni (8.1) si possono

riscrivere nella forma:
{ p($k+1|l’k) = ka+1(A[L’k,Q) (83)
p(yk|$k) = Nyk(C{L'k, R)

dove la prima equazione rappresenta il modello della dinamica e la seconda equazione il
modello della misura.
Se ne deduce che:

p(Trialrr) o< exp {— (Tpr1 — Az) " Q N wpgr — ASCk)}

N~ N —

plonlon) o eap{ =3 Can) Ry~ Ca) |

dove ¢ stata applicata la proprieta C e le matrici di varianza R e () si sono supposte inver-
tibili.

Per ottenere le formule dell’interpolatore é necessario calcolarsi la densita di probabilita
p(x|YT). Prima di fare cio ¢ opportuno ricavarsi le espressioni del filtro di Kalman (in
avanti), ovvero p(x;|Y"), usando approccio bayesiano.

N.B.: Per la gaussianita del rumore e la linearita del modello (con riferimento a (8.1))

vale:
p(xr|Y") = Nay (ks Pegn) (8.4)

O
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Il calcolo del filtro di Kalman viene fatto in maniera iterativa; la domanda che ci si pone
¢ come dedurre p(x;|Y*) da p(x,_1|Y*1), sfruttando opportunamente le equazioni (8.3),
ovvero le espressioni per la dinamica e per la misura.

Nel seguito verranno utilizzate ripetutamente le seguenti proprieta:

e Formula di Bayes

p(x,y) = p(zly)p(y) (8.5)

e Marginalizzazione

plz) = / P, y) dy = / plzly) ply) dy (.6)

Yy
(la seconda uguaglianza segue dalla formula di Bayes)

Si noti che le espressioni che verranno dedotte sono valide anche nel caso piu generale di
densita di probabilita non gaussiane; I'unico vincolo che si impone ¢ la markovianita. Nel
caso gaussiano si vedra che le relazioni che si ottengono coincidono proprio con quelle del
filtro di Kalman (in forma di informazione).

Si scrive quindi:

P Y") = plaplye, Y1)
Py, wx| Y1)
plys|Y 1)
plyrlee, Y1) plag Y1)
p(yelY 1)

dove la regola di Bayes ¢ stata applicata due volte, prima a p(zy|yr, Y*™!) (usandola al
rovescio), poi a p(yx, 21| Y*71). Sinoti che va sempre tenuto conto anche del condizionamento
rispetto a Y+

Ora, essendo p(yx|Y* 1) una costante quando sono note le misure, il tutto puo essere riscritto
come una relazione di proporzionalita; inoltre, data la markovianita del processo, si ha
p(yxlon, Y1) = p(y]r), e percio risulta:

plalY*) =

p(wi]Y*) o plyklzr) plze[YF)
x plyelar) / Pl 2ea|[Y*) gy
Tp—1

x plul) / Pz, Y5 plaes| Y5 dop s
Tp—1

pleelV) o pluelze) / pleelzec) pleeat[Y*Y) ey (8.7)

Tk—1

dove sono state applicate, nell’ordine, la proprieta di marginalizzazione e la regola di Bayes,
e infine ¢ stata sfruttata ancora la markovianita del processo, scrivendo p(zy|zg_1, Y+ 1) =
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p(zk|Tr_1). Sinoti che fino a questo punto non si é ancora sfruttata la gaussianita, ma solo
la markovianita del processo; la (8.7) ¢ quindi di validita generale.

Ora si aggiunge l'ipotesi di gaussianita: ricordando le identita (8.4) e (8.3), 'equazione (8.7)
si presenta nella forma:

Noy (Zkje, Prjr) OCNyk(ka,R)/ Noy (Az—1, Q) Nay , (Zr—1jk—1, Prec1jp—1) dzp—1  (8.8)

Dalla seconda equazione del modello (8.3) e dal primo passaggio svolto nella deduzione
della (8.7) si osserva che lintegrale delle due densita di probabilita gaussiane nella (8.8)
corrisponde alla formula di predizione ad un passo.

Sostituendo le densita di probabilita (gaussiane) nella (8.8), risulta:

exp {—%(xk — @k|k)TPk_\;1($k - ikm)} o exp { —1(yx — Cap) TR (y, — Cay) } -
(exp {—3(zx — Az_1)TQ N (z), — Azp_1)} -
Tp_1

exp {_%(ﬂfk—1 - ﬁfk—l\k—l)TPk_—lllk—l(xk_l - j:’f—l‘k‘l)}) dzi—1

Il membro a destra deve percid essere posto nella forma exp { =4 (z), — *)7 * (z — )}, po-
tendosi ricavare cosi per confronto con il termine a sinistra le espressioni per Ty € Py
L’integrale, usando la regola di Bayes, con (z,y) — (zx, xk_1), e ricordando la (8.7), risulta:

/ plxg|zi—1) plag—|YF1) diEk—1=/ P, e |YFY) day—y
Tr—1 Tp—1

Per la gaussianita, il termine a destra del segno di uguaglianza puo quindi essere riscritto
come:

T -1
1 T — M1 211 212 T — M1
XPy 73 dxy_
/:ka1 P 2 Lk—l - M2 do1 Moo Tr—1 — U2 k—1

- 7
'

V(@g,Tp—1)

Si vede facilmente che questo integrale, per la proprieta di marginalizzazione, ¢ pari a:
1 _
exp {—5(% — ) 2 (g — ,Ul)}

e percio € necessario trovare py e X11. A tale scopo si sviluppa ’esponenziale ®, ponendo,
per semplificare la notazione:

ro [T T |20 X -
IR Yo Yoo
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Vale allora:
V(rg, xp—1) = k= M1 1 li2 .
(Tpy Tp—1) L:k_l _ M2] [le Doo| |Tk—1 — p2

che scritto per esteso diventa:

V(vg, oh1) = (% — 1) Toalog — ) + (2 — p1) Tia(p1 — pa) + - ..
oot (@rm1 — o) Tor(z — 1) + (21 — p2) Too(@p—1 — pio)
LL{FHLL’k — QM{FHLL’k — 2(5(,’k_1 — Mg)ngll’k + ...

= xffllxk — 2([&{1—‘11 — ,ungl):L'k — 2$£_1221$k + ...

dove i puntini nella seconda e nella terza riga indicano termini indipendenti da x; e xjy;.
Rimangono quindi da calcolare le varie YJ;; per arrivare alla conclusione. Per questo si vedano
gli appunti della Lezione 9.
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