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4.1 Alcuni esempi

Si illustrano in seguito alcuni esempi di applicazione del filtro di Kalman, di cui si riportano
le equazioni in forma di informazione:

Tppie = Abpp iy
_ T predizione
Pevip = AP A™ +Q
T = P (P L. & +CTR! )
k141 = Lh1e+1 U L1 p Tht1]k Yk+1

P/i‘+1|k‘+1 = (P];}_l”k; + CTR—IC)—l } aggIOrnamentO (41)

To—1 = T . .
0]-1 0 inizializzazione
Poo1 = Py

Tutti gli esempi si riferiscono al seguente modello dinamico lineare tempo invariante:

Ty = Axp+wy
{ Y = ka + vg (4'2)
dove, come di consueto:
Ve N(O, R), E[vkvh] = Rd(k — h)
g ~~ N(f’o, Po)

4.1.1 Esempio 1: stima di un parametro scalare
Si vuole stimare un parametro scalare, 8 € R, mediante una serie di misure rumorose
yi=60+wv;,1=1...N. I parametri del modello 4.2 risultano essere:
A=C=1, Q=0
R=0" Py=o0

dal momento che:
Tpy1 = Tp=2T9=10
ye = 0+
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Applicando il filtro di Kalman si ricava:

k
. 1 1 k—1,

Tklk = T E Yi = E?/k + 3 Th—1]k—1
=1

0.2

=
E evidente che in questo caso lo stimatore di Kalman, dopo aver ricevuto le N misure,
coincide con la media campionaria:

Py, =

.1 X

Dato che, inoltre, si ha

0_2

£k|k ~ N(@, _)7

I'intervallo di confidenza al 99% risulta essere [fk‘k — %, Tk + \3/—% )

4.1.2 Esempio 2

Nel caso in cui le N misure siano tutte immediatamente disponibili, il modello precedente
assume la forma:

A=1, Q=0
R=0"ly, Py=o0
(0 1
Y=|:]|=0C0+v= 0+v
YN 1

Pyo=(CTR'CY = |]1 1]i1 : _
00 = = R : =N
1
hn N
A o? 1 i 1
YN =1

Si nota come tali formule coincidano con quelle ricavate nell’esempio precedente, ottenute
qui pero in forma piu generale.
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4.1.3 Esempio 3: stima con misure a varianze diverse

Si suppone ora di avere a disposizione due misure rumorose dello stesso parametro:
2
y1:9+1}1 UlNN(O,O'l)

Yo =04 vy UzNN(OaUS)

ove v; L wvy. Lo stimatore del parametro assume la forma 6 = ay; + by, combinazione
lineare delle due misure.
Per la correttezza dello stimatore risulta:

Ef)=0=a0+00 =a+b=1 =0=ay +(1—a)y.

La varianza dello stimatore & data dalla formula:

6 —6)’

Var = E[(
anl + (1= a)y2 — 0)%
(

al +avy + (1 —a)f + (1 — a)vy — 0)?]
avy + (1 — a)vy)?]

a Ul] E[(1 a) Uz]

a’o} + (1 — a)’s3

= a*(0} + 03) — 2a03 + o5

E[
E[
E[
E[
E[

di cui 'andamento in funzione del parametro a € mostrato in Figura 4.1.

A

Var

0 1 a

Figura 4.1. Andamento della varianza dello stimatore in funzione del parametro a.

Annullando la derivata rispetto ad a dell’espressione cosi ottenuta, si ottiene il valore del
parametro che minimizza la varianza dello stimatore:

d

%(CLQ(O‘% + 03) — 2a05 + 03) = 2a(0? + 03) — 205 =0
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da cui segue:

2
0.
0<a"=—H525 <L
o] + 05

Lo stimatore risulta quindi una combinazione lineare convessa delle due misure.
Si nota che se:

e 02> 07 = a* ~ 1 = viene pesata solo la prima misura
e 05 =0} = a* = 1 = caso di misure i.i.d.

Lo stimatore corretto a minima varianza e dunque:

1 1
~ P 2
_ 1 2
9 - 1 + Lyl + 1 + LyQ'
of = o3 of | o3

Generalizzando al caso in cui le misure a disposizione siano:
2 .
i =0+ v; ~N(0,07), i=1...N,

con v; L vj,i# 7, si ha

N
0 - E a;Y;,
i=1
sotto le condizioni

N 1

2

(o
E a; = 17 a; = ]\/I 1
=1 Zl—1 o2

Si vuole vedere ora come tale risultato si ottenga in modo quasi banale dall’algoritmo di
Kalman. Il modello assume la forma:

V' =CO+v
dove
(i 1 o7
yO = ; C = ) R =
YN 1 012\,
A=1 , Q=0 , F=ox
Si ottiene:
1 —1
o2 1
1
Poo= | [1 1] = =V 1
1 1 Zz‘:l o2
o3 v
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e dunque:

2=
<
[y

Zi:l Z -2 i

Q=

4.1.4 Esempio 4: stima ai minimi quadrati

Si supponga di avere una serie di dati rumorosi {(x;, y;)}Y,, e di volerli interpolare mediante
un modello lineare del tipo y = ax + b, ove i coefficienti a e b sono incogniti, come mostrato
in Figura 4.2.

>

Figura 4.2. Interpolazione lineare di una serie di dati {(z;,y;)}¥;.

Si definisce l'errore relativo alla misura i-esima come: e; = y; — (ax; + b).
In forma matriciale, si ha:

€1 U1 rp 1
a
e=1|:|=|:1—-|: : {b] =y—Ab
en YN y 1

Un possibile approccio per determinare i coefficienti a e b ¢ quello di minimizzare la somma
dei quadrati degli errori delle misure, cioe di trovare:

N

3 2 . 2 . 2 . T
min e; = min |le = min — Af = min —ab _AQ) =
jmin S~ e? = min [le* = min |}y — A6 = min (y— a6)" (y — 46)

. )
1=

o 2 L aT AT Ap — 9T AT, — i
—OI:I%LI})) |yl + 6" A" A0 — 20" A"y QL%I})) J(6)
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Si supponga per il momento che la matrice A7 A sia definita positiva, e dunque invertibile.
Per determinare il minimo, si annulla la derivata di J(#). Tenendo conto delle relazioni:

aTT T AT

Z T AT A9 = 20T A

5" 0 =207 AT,
aT T
“o'B=B
Tk ’

si ottiene facilmente:

%J(&) =0+20TAAT —2y"A =0,

da cui:
0 = (ATA)~1ATy.
Si ¢ dunque determinato il valore ottimo di # = (a,b), supponendo che (AT A)~! esista.
Se la matrice AT A non fosse invertibile, significa che esiste un vettore z # 0 tale che AT Az =
0, il che vale se e solo se Az = 0, per z # 0. Cio significa che la matrice A e singolare, ovvero
il suo nucleo non coincide con lo spazio nullo, e si trovano piu valori del parametro 6 che
minimizzano la forma quadratica ||y — Af||*.
Fra tutti i possibili § € © = {6 : arg ming ||y — A0||*}, scelgo quello a norma pitt piccola, cioe
argmingeg ||0||%. Si ricava che tale parametro ¢ dato dalla formula:
0* = (AT AT ATy,
che possiede quindi una validita generale, in quanto nel caso AT A fosse invertibile si ottiene
esattamente la formula ricavata prima.
Procedendo, in modo alternativo, con le formule del filtro di Kalman, si possono ottenere
anche in questo caso i medesimi risultati. Le ordinate dei dati a disposizione possono essere
espresse come:
yk:Ok0+vk k’zl,,N
dove:
A=1 s Q:O s OkZ[.Tk 1}
v ~N(0,0%) , Ph=oc , R=0%l
Il valore del parametro o2 ¢ arbitrario in quanto risultera ininfluente.
Si ottiene dunque il modello:

Y1 r 1
yO: =Cl+v=|": {Z}%—U:A@-FU
YN rn 1
da cui )
1 B _
Poj = <AT;[A> — (ATA)" o?
e

1

£0|0 — é _ (ATA)_ O'QAT%[ZIO _ (ATA)—l ATZ/O

ottenendo lo stesso risultato ricavato precedentemente.
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