PSC: Progettazione di sistemi di controllo a.a. 2010-2011
Lezione 26 — 11 Gennaio

Docente: Luca Schenato Stesori: Dario Volpato, Giorgio Pattarello

26.1 Importance Sampling e Sequential Sampling

26.1.1 Importance Sampling

L’importance Sampling e una tecnica molto utile nell’ambito dell’applicabilita dei filtri
particellari; molte volte non ¢ possibile implementare degli algoritmi che possono generare
campioni da una densita di probabilita generica e la tecnica dell’importance sampling risolve
questo problema.

Sia p(-) una densita di probabilita che si vuole approssimare attraverso una serie di funzioni
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Figura 26.1. Approssimazione di una densita tramite funzioni §

L’obiettivo quello di calcolare:

E,[f(x)] = / F@p(@)dz = ()
2
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che puo essere approssimata dalla media campionaria:

Si faccia presente che, per la legge dei grandi numeri, vale:

li 1y = .C.
i =g
Dalla diseguaglianza di Chebychev si evince, dal calcolo della varianza di f(-), che l'incer-
tezza dell’approssimazione della media di f(-) diminuisce al crescere di N e si ricava inoltre
la stima di quanti campioni N utilizzare, una volta fissato il valore di tolleranza e.

1 Vary[f(2)]

N €2

A causa delle difficolta di calcolo di Var,[f(x)] si puo calcolare il valore approssimato da
inserire nella disuguaglianza di Chebychev:

Pl —pl > ¢ <

N
Var, (@) = 1 S 1) — ()P
i=1
ESEMPIO 1:
Sia p(x):

p(z) = csinc?(z) = ¢

dove ¢ @ la costante di normalizzazione, cioé 1/c¢ = [ sinc(x) dx.

2

Figura 26.2. Importance sampling con p(z) = c¢sinc® e ¢(x) gaussiana
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questa densita di probabilita ¢ impossibile da campionare in Matlab quindi 1’operazione
di approssimazione tramite il campionamento si effettua attraverso 'uso di un’altra densita
di probabilita, per esempio una densita g(x) gaussiana.

Se la nuova densita di probabilita scelta ¢(x) soddisfa la proprieta:

si ha che:

/f WMM—EU@M@H

dove 7(x) = %. Questa quantita puo’ essere approssimata tramite la sua media campio-
naria fi,(fm) secondo la densita ¢(z):

N

E[f(x)m(2)] = & Z fxi)m(xi) = fig(fr)

dove i 7(x;) sono detti importance weight e x; ~ ¢(x) i.i.d.
Per la legge dei grandi numeri, come precedentemente visto, vale

NIIIEOO fip = [hp q.c.

ma anche
i i) = e

Con questa implementazione, le prestazioni peggiorano a parita di numero di campioni,
quindi bisogna valutare quanti campioni utilizzare.

Lelfpg) _ 1c
N € — Neg?

Nella disuguaglianza precedente ¢(f,p,q) ¢ una costante che dipende da f(x), p(x), q¢(x).
Questo tipo di approcio nella realta viene modificato: qui si suppone di conoscere sia le
densita di probabilita che i loro coefficienti di normalizzazione, informazioni che, in molti
casi, risultano difficili da ottenere.

Si suppone quindi p(z) < y(z) e ¢(x) o ((z), si sa inoltre campionare ¢(x). Da m(z) =

p(z)/q(z) si ha che
Efrl = [ 20 a(a)do =1

Pl g (fm) = ()] > €] <
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che campionata diventa

Byfr] & py(m) == 5 D ()

i=1

con z; ~ q(z) i.i.d.. La varianza risulta:

Vary(m) = /(ﬂ'(l’) —1)%q(x)dz

Si definisce quindi
& iy w(w:) f (@)
% Zz]\il (2;)
che a livello intuitivo per N — +oo converge ad p,(f) in quanto il denominatore converge a
limy o0 1 SV m(z;) = 1 ed il numeratore a limy_ o * SO (@) fa) = pp(f).
Si puo riscrivere ﬁq anche nel seguente modo:

,&q(f) =

:&q(f) = szf(ifz)

dove

m(x;

wizN(il)ZO con Zwizl
> i1 (i) i

Riscritta in questo modo si capisce meglio il vantaggio che si ha nell’usare questa implemen-

tazione, infatti si puo notare che definendo

-y @)
") = 5@

si vede facilmente che 7(x) o< m(z) e quindi w; risulta:

0, = me) _ w(x)

Zz]\il (i) szil ()

Questa ultima uguaglianza é importante perché mostra che come di calcolare ﬁq( f) senza
conoscere le costante di normalizzazione e questo risulta essere un enorme vantaggio.

Le prestazioni di questo stimatore sono peggiori rispetto al caso generale ed inoltre non si
ottiene nemmeno uno stimatore che ¢ corretto solo asintoticamente:

lim N (Elig(f)] = mp(f)) = ¢

N—+400
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dove BIAS(ji,(f)) = Elfig(f)] — p1p(f) @ il bias dello stimatore.
Per risolvere ora la disuguaglianza di Chebychev occorre calcolare il membro di destra della
disuguaglianza e per ricavarlo si calcola:

Elliig(f) — 1p(f)*] = BIAS®(f1(f)) + Var(fig(f))

con BIAS? che diventa trascurabile rispetto alla Var(fiy(f)) perché con N — +oc

2
]

2
BIAS = N2 e Var(f,(f)) = N

La Var(i,(f)) ¢ difficile da calcolare, ma si puo dimostrare almeno nel caso p(z) ~ q(x),
che la varianza ¢ approssimabile a:

Var(iu(f)) = Vary(fm) = < Var,(f)(1 + Var,(r))

Si ottiene quindi la seguente disuguglianza di Chebychev

2 ~ 1 Var,(f
Bllia(7) — m(PIZ + 21 4 Var ()
ESEMPIO 2:
Sia x = (x1,- -+ ,x,) un vettore con x; € R Vi e sia p(x) una densita di probabilitd gaussiana

di media nulla e varianza unitaria. definiamo la densita p(x) come segue:

p(x) = p(SL’l, T ,SL’n) = Hﬁ(xl) = HNIZ(Ov 1) (261)

sia inoltre ¢(z) simile ad p(z) ma con varianza leggermente differente dall’unita:

N

q(z) = Hq(x,-) =[[Va(0.0®)  com 0?1 (26.2)

i=1
Si vuole calcolare Var(ﬁq(f)), sapendo che:

L1 (26.3)

le(()? 02) = \/%O’ezp( 2 0.2
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Figura 26.3. Importance sampling con p(x) e ¢(x) gaussiane

Si puo ricavare che

Var(fiy(f)) =

Come si puo vedere dal risultato finale per o = 1 si ottiene Var(ﬁq( f)) = 0 come ¢ ovvio
risulti in quanto p e ¢ sarebbero uguali, mentre se p(x) ~ ¢(z) allora Var(fi,(f)) cresce espo-
nenzialmente al cresce di n, quindi con un numero di campioni elevato sarebbe meglio avere
una densita di probabilita g(z) il piu possibile simile a p(x), per mantenere la Var(ji,(f))
bassa e quindi ottenere delle buone prestazioni.
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26.1.2 Sequential Sampling

Nel caso di variabili aleatorie con p(z) = p(z1,--- ,x,) e cioé con z € R™, p(x) puo essere
scritta come:

p(x) =pa1, - )
Ty, -+, Tpl21)p(27)

T3, - ,$n|$n)p($2|9§1)29(931)

= Hp(xk|1'k—1> o wy)p(Tn)

allo stesso modo, procedendo in modo analogo all’importance sampling, si puo scrivere ¢(z)

come
n

q(x) = [ awrlzns, - 21)q()

k=2
avendo .
r(z) = 2 - TRz 1) ple)
q(z) Pl q(zplzr-1, -, 21)  q(r1)
dove (@) - )
yaval P\T|T—1,"" , 21
™) = (&} e =
1( ) q(xl) k( ) Q(zk|$k_1,"' 7:1:1)
si ha che

N campioni

Figura 26.4. Sequential sampling
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Come si puo notare in Fig. 26.4 vengono generati in modo sequenziale N campioni
di dimensione n: genero N campioni ¢ = 1,..., N 2} ~ ¢(z1) calcolando 7}, poi genero
xly ~ q(xo|x}) calcolando 75, poi 24 ~ q(xs|z, %) calcolando 7% e cosi via.
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