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23.1 Unscented Kalman filter

Si continua ora con l'unscented Kalman filter (UKF) visto nella lezione precedente. In
particolare, il filtro UKF si basa su un metodo per 'approssimazione di densita di probabilita
ottenute tramite I’applicazione di mappe non lineari a v.a. statiche. Questo metodo e’ poi
applicato in maniera iterativa per ottenere un’approssimazione in sistemi dimanici.

23.1.1 Trasformazioni nonlineari statiche di variabili aleatorie

Il procedimento del’UKF consta di tre passaggi. Nel primo la variabile casuale x viene
approssimata da 2N 4 1 punti v; pesati da dei pesi w; scelti in modo tale che media e
varianza coicidano con quelle originali di x. Nel secondo passo si mappano questi punti
attraverso la funzione non lineare g(z). Infine i punti mappati vengono approssimati con un
opportuna gaussiana.
Si ha:

po(+) ~ N(z, Py) y=g(z)

e si approssima la p, con una gaussiana ottenendo:
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Figura 23.1. Procedimento dell’Unscented Kalman Filter
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1. Da p,(-) ~ N(Z, P,) si generano 2N + 1 punti (dove 2z € RY) nel modo seguente:

e Uy =21
e U =T+ qo;

® Uy =T — QO

® Uon_1 =T+ Qon

® oy =T — Q0N

dove « e un fattore di scala che viene imposto in modo che la media campionaria dei v;
risulti pari a z e la varianza campionaria degli v; pari a P,. Il calcolo di « si comincia

fattorizzando la varianza di x P, = UDUT, con U = [uy, ..

u; ortonormali e D la matrice diagonale

A1
D:

Si pué scrivere la P, nel modo seguente:

P, =UDU"
VA

oy
Vg
= [VAur ... VAyun] :
VAnuy

T T
= )\1U1U1 + ...+ )\NUNUN-

., uy] una matrice di vettori

Chiamando o; = v/ A\ju; (vedi vettore rosso in Figura 23.1) si ha che P, = ZlNzl ool
La densita di probabilita di  pud essere approssimata nel modo seguente:

Pa(") = szﬁ(x — i) = pa(:)

con 1 pesi
1

Wy =Wy = ... = WaN —

2N

N

2(N + k)

K

o Zw N+x N4k

i=1
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Vengono ora calcolate la media e la varianza di = relative alla densita di probablita
approssimata:

E;, [z] = /waié(x —v;)dx = Zwivi = iji =7
Varg, (x) =Ep, [(vr — 2)(z — :Z)T] = /Z(m — ) (z — 2) wid (z — v;)dz,

2N N 1
— T,,. ro— 1. — - 2, T
_/gizzgff wid(E+ T v,)df—;%NjLﬁ)Qa 00}

2 N

Q@ T Q@
= 007 = P,
N—FFLZ ‘" N+&k

i=1

avendo effettuato il cambio di variabili & = z — Z. Poiché si vuole imporre che
Vars, (x) = P, si determina oo = VN + k.

2. Al secondo passo si devono mappare le v; usando la funzione non lineare g(-) ottenendo
cosi y; = g(v;) con ¢ = 0,...,2N. La densité di probabilitd approssimata di y risulta
essere

py() = Zwié(y — i) = Dy(")

3. Al terzo passo si effettuano le seguenti approssimazioni:

f’y() = N(?j, Py) = ﬁy(')a Y= Eﬁy[y] = szyz
Py:=Vary,(y) =B, [(y—7)(y—9)"] = Z wi(y =)y —5" >0

Tutti i tre passaggi precedenti dovrebbero garantire, almeno sotto opportune ipotesi,
che

Zgy() = py(') .

23.1.2 Filtro di Kalman Unscented

Fino ad ora si sono mappate densita di probabilita in densita di probabilita e le abbiamo
approssimate con delle gaussiane.

o) s )
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con

P, = cov(x,y) sz v; yi— )"

zly ~ N(pa + PoyP, (y — piy), P — Poy P P
Si cerca ora di applicare quanto visto al modello dinamico non lineare:
Tr1 = [(r, up, wy)
Yr = h(wk, vg)

Non essendo necessariamente wy e v, gaussiani questi vengono approssimati nel modo se-
guente:

wy, ~ pu() =N (0, P,)
ok~ po() =N (0, P,)
Ty = N (T Prje)
Tk L v Lwg

e dunque si puo scrivere y = g(£) con

x eR”
Tk Tk|k Pk|k 0 0 yeR™
E=w| ~N(|w |, 0 P, 0}), w e RP
Vg v 0 0 P, v € RY
5 € Rntpta — RN
Si dovranno dunque generare 2N + 1 punti v; = 0,1,...,2N con i pesi
1
= i#0
Ui SNya T
K
wy = .
" N+x

N . . . - - .
E ora per calcolare 2,41 ho bisogno di &y 41k, Yrr1|k; Pl Pk+1|k’ Pk+1|k7 infatti:

Thitjbrr = Thelk — P,ffl‘k(P,fH‘k)_l(ka — Ukt1]k) (23.1)
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e calcolando:

2N

Broap = Y wif (vf, uf, wi)

1=0

2N
Pey =Y wil F(of ug, wl) = Sppn) (F(0F, up, w) — Spsap)”
=0

2N
-~ _ § ) v
yk—i—l‘k — 'I.Uih(xk+1|k,vi)
=0
2N
Y — ~1 ~ ~g ~
Pk+1\k = E :wi(yk—i-l\k - yk+1|k)(yk+1|k — Yk+1|k
=0
2N
xy A0 A ~q N T
Pk-i-l\k - E :wi($k+1|k - $k+1|k)(yk+1|k - yk+1|k>
=0

)T

si hanno tutti i termini necessari per implementare la (23.1).

Si noti come in questo caso non e necessario linearizzare ad ogni passo la matrice come
nel caso del filtro esteso e si approssimano distribuzioni piuttosto che non linearita. Inoltre
con questo metodo si ottiene una precisione del secondo ordine senza calcolare hessiani o
jacobiani. I pesi possono poi essere scelti in modo tale da catturare statistiche di ordine piu
elevato.

Tuttavia nell'implementazione UKF si rende necessario diagonalizzare la matrice di va-
rianza di § al variare di Py. Per rendere meno oneroso questo calcolo si puo usare la Squared
UKF (che utilizza la fattorizzazione di Cholesky), chiamando @) fattorizzazione di Cholesky
di P si puo scrivere:

U%—‘ N
P:QQT:[Ul ’UN} :Z'Uﬂ)iT
T i=0

UN

dove @ e triangolare e risulta numericamente piu facile da calcolare rispetto alla diagonaliz-
zazione di P tramite la decomposizione ai valori singolari (SVD).

23.2 Confronto tra UKF e EKF: esempio scalare

Si consideri la seguente mappa lineare, che mappa una v.a. gaussiana in un’altra v.a.:

y=2°, 2 €R, z~N(Z,07)
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Figura 23.2. Procedimento del filtro UKF

Rappresentando z come z := T+ dx con dz ~ N(0, 02) si calcolano la media e la varianza
esatta di y:

r = Eyly] = Eu[o?] = Eu[(Z + 0z)’]
= E[z* + 22z + (0z)?]

=1’ + o2

()7 = Var(y) = E[(z* — (2° + 03)*)]
= E[4z%(0z) + (02)" + o + 42(02)® — 470267 — 2(67)%07]
= 4702 + E[(62)*] + o} — 207
= 20t + 47%02

dove nell’'ultimo passaggio si ¢ sfruttato il fatto che E[(dz)*] = 302. L’esempio prosegue
nella prossima lezione.
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