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2.1 1l filtro di Kalman: derivazione delle equazioni
Si consideri il modello stocastico lineare tempo invariante:

Tpp1 = Az +wy
yr = Cuxp+ v

dove:
Ve o N(O, R), E[vkvh] = R(S(k‘ — h)

o N(i’o, P())

e Uy, Wy, To sono v.a. gaussiane! a media nulla, incorrelate fra di loro.
Il filtro di Kalman e definito come:

Erstpprr = E @1 (Yo, - - k] = E [Tg1 Y, V]

dove Y* = (yp,...,y1,50). Vogliamo trovarne un’espressione ricorsiva che ne faciliti il calcolo
ad ogni passo.
L’espressione esplicita di E[X|Y] e facilmente calcolabile se X e Y sono due variabili
Yxx Yxy ]
Yyx Yyy |
Nel nostro caso consideriamo X = z;,1|Y* e Y = 5, 1|Y*; &, quindi, necessario calcolare
le espressioni esplicite di:

aleatorie congiuntamente gaussiane e si conoscono le espressioni di px, py € [

py = E[yra|Y"] (2.4)
Pk+1\k = EXX = Var [l’k+1‘yk:| (25)
Zyy = Var [yk+1|Yk:| (26)
ZXY == ng = Cov [l’k+1,yk+1|yk} . (27)
da esse dedurremo 'espressione dello stimatore ottimo come:
E[X|Y] = &pr1ppr1 = Toaip + SxySyy (Yrs1 — Trsan) (2.8)

1Si ricordi che il simbolo NV indica una v.a. gaussiana
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e la varianza dell’errore di stima come:

Yxyy = Peripr1r = Yxx — I INS e (2.9)

Calcoliamo in forma esplicita i termini 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 ricordando che le medie di
prodotti di termini incorrelati sono nulle.

E [yk+1|Yk] =E [Cl'k—i-l + ’U]H_1|Yk] =CE [l’k+1|Yk:| -+ E [’U]H_1|Yk] = Ci’k+1|k = CAi’Mk

Var [wealV] = E | (20— @) (w1 — dp) " 1] = P
= E|(Ani+ wy — Afye) (Azg + wi — Adgy) " [V*]
— AR | (k= 2ip) (zr = dgp) " V] AT+ AR [ (wn — ags) w Y]
+E [wy (a1 — x) " [VF| AT + B [wp] V]
= APAT +Q

Var [ye1|Y*] = E [(ka — Gesre) (Y1 — ?Jk+1|k)T \Yk}
= E[(Coin + v — Ciper) (Copr + s — i) VY]
= CE (w1 — Feap) (w1 — Brap) V] CT + CB [(wn41 = dpaage) v [V
+E [vk+1 (Ths1 — Broap) |Yk} C" +E [ver1vpy, V"]
= OPpC" +R

Cov [wp41, yea|Y*] = E [(SCkH — Zryr) (Yng1 — ?)k+1\k)T |Yk}
= K |:(A:L’k - Aik‘k + wk) (CAIk - CAi]ﬂk + Vk+1 + ka)T ‘Yk}
= AE [({Ek — fik|k> ([l?k — [ik|k>T |Yk} ATCT + E [wkwﬂ}/k} CT

AP ATCT + QCT
PO
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Si deduce che, definito z = [ Tht } , si ha:

Yk+1

" P Py O
YR (] S ] el el
b (Z| ) ( [ Clpq)k C Pk OPkJrl\kCT + R
con:
i’k+1\k = Ai’k\k

P = AP A"+ Q

Calcoliamo quindi:
P (zea | YY) ~ N (@i, Pesapprt)
Sostituendo i termini calcolati nelle espressioni 2.8 e 2.9 si ottiene per lo stimatore ottimo:
Trrrprr = Ergapk + PepapCT (CPegapCT + R)_l (k1 = Coppapr)

che posto:
1
Kis1jit1 = PooipC" (CPrsanCT + R)

diviene:
L1kt = Trrape + Kt (Yo — CZsn)

dove Kji1k+1 ¢ detto guadagno di Kalman. E per quanto riguarda 'errore di stima:

Pijint = Posape — PesipCT (CPeaupCT + R) ™' CPegyy

Riassumendo le equazioni ricorsive del filtro di Kalman risultano essere:

Trgtphrr = Trrap + Kt (Y1 — CZigapr) (2.10)
—1
Pk-i—l\k—i—l = Pk-i—l\k — Pk+1|kCT (Cpk_i_l‘kCT + R) CP]H_”k (2.11)
-1
Kisips1r = PoppCT (CPoanCT + R) (2.12)

con le condizioni iniziali:
Li'()|_1 =FE [LU()] PO\—l =Var [SL’(]] . (213)

Nel caso in cui la varianza dell’errore sia semplicemente semidefinita positiva, cioe’ R > 0,
le equazioni del filtro di Kalman possono essere generalizzate semplicemente sostituendo
I'operazione di inversa con quella di pseudoinversa:

Pistpsr = Popip — PerapCT (CPoynCT + R)T CPriak (2.14)
Kioapsr = PepipCT (CPeyrpCT + R)' (2.15)
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2.2 1l filtro di Kalman: ricapitolazione
Dalle definizioni considerate precedentemente e riscritte qui per convenienza:
A
2 El(xr — Zen) (@ — Zrn) |yns - - - Yo, Zo] (2.16)

e considerando che 2y, ¢ anch’essa una variabile aleatoria Gaussiana, si possono ricavare le
seguenti equazioni del filtro di Kalman, che rappresentano un metodo ricorsivo per il calcolo
della stima ottima:

Trre = A

diz
Pk+1\k = APk|kAT_|_Q } predizione

Thriprr = Trpe + Kiepr Uk — CZpgape)

_ aggiornamento
Pevisr = Prvip — Pes1pCT(C Py CT + R) 'O Py } 58

(2.17)
Kit1 £ PoppCT(CPpCT + R)~! } guadagno di Kalman

ZL’Q‘_l = X e 1. .
inizializzazione
Py = Py
Riassumiamo le ipotesi sotto cui sono valide le equazioni del filtro (2.17):
- gaussianita di wy e vy

- bianchezza del rumore: E[wyw!] = Qd(k — h),E[vgvi] = Ri(k — h) (da cui si ricava
che E[(zx — @) wi [Yn: - - yo] = 0 e E[(zr — Exjp—1)vf [Yn, - -, %0] = 0)

- wg e v, a media nulla
- incorrelazione tra vy, e wy, cioe’ Elwyvl] = 0,Vh, k

-R>0,Q0>0

Osservazioni:

Si ritiene utile a questo riassumere alcune importanti osservazioni sulle equazioni del filtro
di Kalman scritte.

1. Il processo non deve necessariamente essere stazionario e puo’ essere generalizzato
per un sistema tempo variante semplicemente apportando la seguente sostituzione:

Ae— Ay C—Chpr; R Rypq1; Q < Q.

2. L’ipotesi di incorrelazione tra v e wy non e necessaria, e le equazioni possono essere
modificate in maniera opportuna per tenere conto del fatto che Elv,wl] = S # 0 (vedi
equazioni in [1], pag. 290).
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3. La condizione di positivita’ di R puo’ essere rilassata a semidefinita-positiva (R > 0)
semplicemente sostituendo nelle equazioni la pseudoinversa al posto dell’inversa.

4. L’ipotesi di media nulla non e’ fondamentale. Infatti, se consideriamo wy = N (g, @),
v = N(ug, R) € sufficiente considerare modificare le stesse equazioni del filtro di
Kalman dove il sistema dinamico diventa xy41 = Azy + pg + Wi, yr = Crp + pg + U,

dove W, = N(0,Q), 0 = N (0, R)

5. La stima e lineare nelle misure. Infatti possiamo scrivere 1’equazione di aggiornamento
del filtro come jk+1\k+1 = (I — Kk+1c)i’k+1|k + Kk+1yk+1

6. E[zr|yk, .-, v0] = E[zg|Te_1x—1, yx] cloe tutta I'informazione dall'istante 0 all’istante
(k — 1) e contenuta nella stima allistante (k — 1).

7. Il guadagno ottimo, K = K}, ¢ tempo variante, anche nel caso in cui il sistema sia
tempo invariante.

8. una ipotesi che non puo’ essere rilassata e’ la bianchezza del segnale. Nel caso in
cui wy, vy, siano rumori colorati, cioe’ [vxvl] = Ry g, [wpwl] = Qn_g, le precedenti
equazioni non possono essere generalizzate. In genere, si cerca di ottenere wy, vi come
'uscita di un sistema lineare stabile (filtro passa-basso) che ha come ingresso del rumore
bianco wy, vg. Si tratta quindi di identificare una rappresentazione di tale rumore con
un sistema del tipo wy; = Fwy + Wy, cioe’ matrice F' e varianza di wy a partire dallo
spettro Rh—ka Qh—k-

9. Un’altra ipotesi che non puo’ essere rilassata e’ la gaussianita’ dei rumori. Nel caso
questi non siano gaussiani le precedenti equazioni non sono corrette. Riguardo a questa
ipotesi si vedano anche le considerazioni riguardo il filtro con guadagno costante nella
prossima sezione.

2.3 Filtro a guadagno costante

Osservando le equazioni (2.17), si puo pensare di sostituire a K} un guadagno costante K
ovvero di introdurre un nuovo stimatore non piu ottimo ma simile al precedente:

~ A

3(Y) = Trsrppr1 = AZgp + K1 (Yrgr — CAZyr) (2.18)

Si definisce allora:
G(y) = Triipprr = AZppp + Ky — CAZg) (2.19)

Come nel caso del filtro di Kalman si avra:

Tpye = AZpg (2.20)
Py = E[(zr — Zupr) (xr — Tage) "] (2.21)
Peor = El(@rer — Trpaw) @rs1 — Tepapp) ) (2.22)

2-35



PSC Lezione 2 — 15 Ottobre 2010 a.a. 2010-2011

Da (2.19) e (2.20) & facile ricavare:
T = A(AZp_1p—1 +K(yp — CATp_1j3-1)) (2.23)
—_——

Thlk—1

= AZpp—1 + AK(yp — CTpjp—1)
da cui si ottiene la seguente espressione per 'errore di stima del filtro appena introdotto:

Eriilk = Thi1 — Thpifk (2.24)
= Az, +wy, — (A:i’k‘k_l + AK(CQ?k + v — C:Z’k‘k_l))
A(I — KO)ék‘k_l + wp, — AKUk

Per ipotesi dall'incorrelazione dei rumore wy, vy, si deduce che anche éy,—; ¢ incorrelato sia
da wy, che da vy, in quanto €1 = f (o, wo, ..., Wk—1,0,...,Vk—1), cioe’ dipende solo dai
rumori passati.

E evidente che la scelta del guadagno K sia un compromesso tra stabilita del sistema
(I'errore non deve divergere) e riduzione del rumore vy, cioe’ si vuole che A(I — KC) sia
piccolo, ma allo stesso tempo non si vuole scegliere K troppo grande per non amplificare
troppo il rumore che entra nella dinamica dell’errore con il termine AKwy,.

Dalle (2.22) e (2.24), ricordando 'ipotesi di incorrelazione tra vy, wy, € €j—1, si ricava:

Prpir = Elfriuniol (2.25)
= E[A(I — KC)épprpp (I — KC)TAT] + Elwew]] + E[AKvv) KT AT]
= A(I - KC)Pyp (I — KC)'A" + Q + AKRK" AT
con, al solito: )
Fo-1 =1 (2.26)

Il filtro cosi introdotto non richiede inversioni di matrici e la memorizzazione di Py,
tuttavia cio si paga con un peggioramento delle prestazioni. Infatti non essendo ottimo il
filtro con guadagno statico necessariamente dobbiamo avere:

Pyji—1 > Pujp—1 Vk (2.27)

Dimostreremo comunque che esiste un opportuno valore del guadagno K = K tale che:

Pk\k—l - poo
P11 — Pw (2.28)
P, = Py

cioe a regime le covarianze degli errori di stima dei due filtri coincidono. Cio significa che,
terminato il transitorio iniziale, si deve avere:

Tk = Trlk (2.29)

e quindi i due filtri hanno comportamento identico.
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