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11.1 Interpolatore di Kalman (Kalman Smoother)

Consideriamo ora il problema di stimare la densita di probabilita a posteriori date tutte le
misure. R
P [Y* (V)

Pl =

dove
plz] Y

¢ il Filtro di Kalman “in avanti” con Py_; = Fo, ed il rapporto

plaY")

p(wx)

rappresenta il Filtro di Kalman “all’indietro”, con PT_EF 1 =0.

Osservazione: Nel caso in cui 3A~! & possibile ottenere 'interpolatore di Kalman tramite la
fusione di due filtri di Kalman, uno in avanti e uno all’indietro come visto nella precedente
lezione:

k

» &
L4 N

Un’altra possibilita che invece non richiede I'invertibilita della matrice A e’ ottenuta facendo
una passata completa del filtro di Kalman in avanti e poi una passata all’indietro per ottenere
I'interpolatore:

Filtro di Kalman

» PT\T, XT|T

Smoother P 3
K|T> XKT

4
N

p(zlY") = Ny, (@, Pur)
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p(zi|YT) = / (e, Tr1|YT) dzgsq (applicando marginalizzazione)
Te+1
= / (k| zrer, Y p(2pga|Y7T) davggr (applicando la formula Bayes)
Th+41

= / (| zrer, Y)p(2psa|YT) dogyy (2 dipende dalle misure fino a k)
Th+41

$k+1|$k7 ) (%‘Yk)
$k+1|Yk)

[
/ P(@rra|zw)plag] V")

N G

P($k+1|YT) dxpyq

p(zpa|YT) dapyr (2341 non dipende da Y)

con

p(2pi1|2r, YF) dinamica

p(x|Y*) filtro di Kalman

(
(

p(rp1|Y*) predittore di Kalman ad un passo
(

p(rp1|YT) smoother (noto)

Xk+1

O - O%O%O 0O

Yo Yk Yi+1 %,

Presuppongo che siano noti

- p(@e|YT) = Nay, (@rsryrs Prgayr)

- p(Tpqa|me) = NmkH(Axka Q)

- p(zr|Y?) = Nay (Zrje, Prjr)

- (@1 |YF) = Nawor, @rsrjs Potige) = Nayor (AZigse , AP AT 4+ Q)
Posso calcolare

Yiu X
o= [ M (L[5 52 ]) e

Th+1 Thk+41
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P
0 Zona a valori costanti T
con py = Ty, %1 = Pyr, poe=ZTppyr, 2= Ppr

Quindi, data la gaussianita delle densita di probabilita, si ha che

1
Pz YT) o< exp {—i(termmi quadratici in T, Tpi1)}

7

'

*)

(x) = (wrp1 — Azg) " Q Hapa — Awy) + (2 — Tagp) T Py (o — Tap) +

+  (Thyr — fk+1|T)TPk_+l1|T($k+1 - fk+1|T) — (Tpp1 — jIc+1\l~c)TP;;+11|k($l~c+1 - fk+1|k)

Y Yoo _ INTR AT _ ATQ_lA + Pk_|li _Q_lA

Yo1 Yo [yr Ty —ATQ™! Q'+ Pk__|_11|T - P;;rl”k
Applicando la formula per I'inversione di una matrice a blocchi e il Lemma di inversione di
matrice si ottiene:

Pur = S11 = Pu + Le(Poar — Pryipe) Lt
Ly, = P A"PL = P AT (AP AT + Q)71

k+1]k
T = 1 = T + Li(Tpgar — AZgp)

dove sono state sfruttate le formule di Bayes, marginalizzazione, gaussianita, Lemma di
inversione di una matrice.

11-3



PSC Lezione 11 — 9 Novembre 2010 a.a. 2010-2011

11.2 Filtro di Kalman visto come SLTV

% [smv | e

Predittore di Kalman

o1 = ATy + Kig1 (Y1 — CAZgg)
= (I — Kp1C) Ay, + Kpayrn

o = AZpp—1 + AK(yp — Cpjp—1)
= A(I = K,C)Zpp—1 + AKyi
Introducendo le matrici che formano il filtro in spazio di stato:

F, = A(I — K,,C)

G = AK;,
H,=1
D=0

si ottiene
Thre = Fripe—1 + Gy
T = Hplgp—1

Sek— 40 = Kp— Ky

F = A(I — K..C)

G =AK,
H=1
D=0

Usando fin dal primo istante il guadagno costante K., il predittore di Kalman perde la
tempo-varianza e diventa un filtro LTT.

La predizione si calcola quindi ricorsivamente:

Thpe = Flpp-1+ Gy
= F(F2r—1jp—2 + Gyr—1) + Gy

k
= Fk+1f0|_1 + Z Fk_hGyh
h=0
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Essendo la matrice di aggiornamento di stato F' strettamente stabile in quanto ottenuta
sotto ipotesi di stabilizzabilita della soluzione a regime del filtro di Kalman, F™ decresce
all’aumentare di n; la predizione assume percio la forma di una combinazione convessa delle
misure precedenti:

!
Thg1p E Pr—nYn,
h=0

dove ®;_;, sono i pesi assegnati alle misure y;, (le misure piu recenti vengono pesate mag-
giormente), cioe ®,, — 0 esponenzialmente per n — +oo. In maniera analoga e possibile far
vedere che anche la stima dell’interpolatore di Kalman puo’ essere scritta come:

T
T ~ E Oy nYn,
h=0

Pesando assieme le due passate di predittore e smoother, le ®,, si distribuiscono attorno
all’istante k come in figura, cioe ®, — 0 esponenzialmente per n — 4o0.

A

P, .

1] L1,

v
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