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10.1 Kalman Smoother

Si vuole calcolare la densita di probabilita
p(l’k|YT) dove ZL’k|YT ~ N(i’MT, Pk|T) (§ YT = {yo, s ,yT}

e per fare questo si cerca di spezzarla in parti condizionatamente indipendenti.
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Nella Fig. 10.1 e possibile osservare come, in un grafo, si possano vedere le componenti
disgiunte rispetto al condizionamento ad un nodo. Si procede per via grafica ad eliminare il
nodo rispetto a cui stiamo condizionando e tutti i suoi archi; le componenti disgiunte sono
ora immediatamente individuabili.

Figura 10.1. Individuazione componenti indipendenti rispetto al condizionamento ad un nodo di un grafo
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Nel nostro caso, applicando Bayes, si condizionera rispetto a x; e quindi avremo quanto
mostrato in Fig. 10.2.
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Figura 10.2. Componenti indipendenti rispetto al condizionamento a xy,
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Il problema quindi si spezza in due parti:
e stima di x; con le misure passate
e stima di zj; con le misure future

Le due stime sono indipendenti. Si otterra p(zx|Y”T) come stima connessa tra le due stime
ottenute.

10.1.1 Equazioni dell’interpolatore
Per la proprieta di Bayes si ha che:

PWo, - 5 Yk Y41, - 5 Y1 | Tk )P\ Tk
p(Ik|YT) = (o pJE;,T) [z )p(o) o< P(Yo, s Yo Ykt * ++ 5 Yr|Th)D(T)

Ora si spezza la catena di misure alla k-esima misura, supponendo di includere la k-esima
misura tra le misure future ottenendo:

predittore—passato  pred.—presente  predittore— futuro
i, -

p(xiYT) o< p(yo, -+ s uk—i1lzk)  p(yklee) p(Yrsr, s yrle) p(ak)
Definendo

?k = {ykayk—i-la T >?/T}
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si puo scrivere tutto nel pit compatto
p(aalY™) oc p(V* i )p(YV¥ i )p ()
Applicando Bayes si ha che

Pl Y*)p(YE1) p(ay, [YF)p(Y)
p(xr) p(xr)

plap]YT) o p(wx)

cosiderando che p(Y*~!) e p(?k) sono numeri noti, allora possono essere pensati conglobati
nella costante di normalizzazione; quindi operando le dovute semplificazioni risulta che:

T j1y P(@i] YF)
p(ar]Y™) o p(ag|Y >W
dove:
p(xk|Yk_1) ~ Nmk (iklk—lv Pk|k_1) filtro di Kalman classico
© ~
% sembrerebbe il filtro di Kalman all’indietro.

Considerando le due funzioni di distribuzione, lo si puo vedere come rapporto tra due funzioni
esponenziali in xy, quindi

p(xk|}7k) _ ka(:ula Z1)
p(xr) Ny (12, 2)

Infatti si ha considera il prodotto (o il rapporto) di due variabili aleatorie gaussiane, questo a
sua volta deve essere proporzionale ad un’altra variabili aleatorie gaussiana con un’opportuna
scelta di media e varianza. In particolare per quel che riguarda il prodotto di v.a. gaussiane
si ha:

N (e, 31) Ny (2, Ba) o Ny (p, X)

Considerando i termini quadratici delle due variabili aleatorie si ha:

(@ — ) "2 @ — ) + (2= p2) "S5 (@ — o)
'S e = 22T iy + ] S+ 2T e — 22T sy 4 i S5 s

e queste somme devono essere uguali a:

(x = p)"Ez —p)
T8y = 22T 4 )T

Imponendo 1'uguaglianza tra i termini corrispondenti risulta:
Z—l — 21—1 + 22—1
p=2 (2 + 25 )
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Utilizzando lo stesso ragionamento possiamo quindi scrivere che sicuramente

p(ax|Y)

() o< Ny (Tnji Paiie)

per un opportuna scelta di Zy, Pyx. Definiamo quindi in maniera arbitraria tale quantita
come

p(zkYE, Inv) 2 N, (Zaes Prii)
Per ricavare p(xk|}7k , Inv) si suppone che siano note:
o p(zpa|[YEH, Inv)
o p(xpi1|xy), parte della dinamica

o p(yk|xy), parte della misura

Vv Yk yk+1
p(ag|Y*, Inv) o play|Y") _ (kY )

p(x) p(xr)

Applicando la regola di Bayes si ha che:

_ Pkl Y p(a [V 1
Py Y#+1) p(xr)

B N p(xk\?kﬂ)
ATy

si applica ora la regola di marginalizzazione su p(z,|Y**!) e si ha:

_ p(yrlz)

/ P, Tsr, [V dag s
p(xk) Th+1

si applica Bayes su p(zy, 2p41, |[Y )

_ plyele)
P(SCk)
_ plyxlzx)

_ Plklzi) / Pk (i [T )
p(xk) Th+1

/ p(@p] T, YD) p(apa [ Y dag o
Te+1

quindi si applica Bayes su p(zg|zgs1)

P(Try1 |?k+1)dﬂ7k+1

_ p(yk|zr) P(Thp1|n)p(1)
~ plaw) /+ p(Thia)

— p(yelae) / Pt |en)p (@t V5, Inv)deys:
Te+1
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E stata dunque ottenuta l’equazione di aggiornamento di p(a:k|17k, Inv) a partire dal suo
valore successivo p(zg41|Y*, Inv). Questa risulta essere speculare a quella ottenuta per il
filtro di Kalman in avanti, e quindi possiamo applicare gli stessi ragionamenti:

p($k+1|$k)29($k+1|57k+1> Inv) ~ ka (5k|k+1> ﬁk|k+1)

Possiamo ora calcolare in maniera esplicita le equazioni di aggiornamento della media e
varianza andando a sostituire i valori delle varie densita di probabilita coinvolte. Si ottiene:

/\fmk@mkﬂ,ﬁmkﬂ) OC/ kaH(ASCk,Q)Nmk@kﬂmﬂ,ﬁk+1|k+1)dl’k+1 (10.1)
Th+1
by by
N Nl] ’{ 11 12] d 10.2
- /zkH [ Lk }([Mz Y1 Xao Jdeisa (10.2)
LTr41
o¢ Ny (11, E11) (10.3)

Si & dunque ottenuto: N
Ny (Tipt1, Prgr) = Nay (g1, B11)

Imponendo ora 'uguaglianza tra gli esponenti (termini quadratici) si ha che:

(11— Fen)" Pt (01— i)

deve essere uguale alla marginalizzazione rispetto a zj,; della v.a. gaussiana definita dai
seguenti termini quadratici:

_ - T~ _
(1 — Azp)" Q7! (g — Amy) + (Tht1 — Tpg1jetr) Pkfl‘kﬂ (Ths1 — Tht1jht)

Tp — T I I Tp —
_ E— M1 11 12 E— M + cost
Tpe1 — p2|  |Tor Tao| |Thyr — po

con
=y

si ha quindi:
CEZ-HQ_ka—H +ap ATQ T Az, — 20l ATQ gy + xg+1pl~c_+11\k+1xk+1 + %/l{+1|k+1pk_+11|k+1gk+l|k+l_
- 2xg+1pk_+11\k+1§k+1\k+1 -
xffuxk + /flprn,ul — 2$;}FF11M1 + 2x;€r12$k+1 — QM{F12xk+1 — 2$’;;FF12M2 + 2M{F12M2+
+ xfﬂfggxkﬂ + ugrzwz - 295;§+1F22M2
risulta che:

Iy=A"Q"'A

-1 p—1
Dy = Q7 + Pk-i—l\k—i—l
Ip=TI5=A"Q™"
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ed:
Fiipg +Tiope =0 = 1 = =T Tiaps
Poopio + Doypy = Pk__|_11|k+1§k+1|k+l = (F22 - lerﬁlrlz),uz = Pk__i_ll‘k+1§k‘+l‘k)+l
quindi supponendo inoltre che A sia invertibile:
(o +Pk_+11\k+1 —QTAATQTTA)TTATQ g = Pk_f1|k+15k+1|k+1 = Mo = Thi1jkt1
Infine:
p = (ATQ 1A HATQ s
= (ATQ' AN ATQ )T
= A_lfk+1|k+1

allora B B
_ A_1Pk+1\kt1(AT)_l+A_1Q(AT)_1 A_jpk+1\k+1

b
Peiypr(AT)7! Pry1jrs1

quindi risulta in fine che:
Noo(p1,511) = Ny (A Tpsss, A Prsapra (A7) 7+ A71QAT) )

Analizzando il sistema, si puo pensare di invertirne la dinamica predicendo in questo
modo il passato dal futuro

Tpp1 = Axy + wy,
2 = A (Tpy1 —wp) = A oy + AT o = A g + W Wy ~ N(0, A7'Q(A™HT)

Invertendo la dinamica praticamente si dovrebbe andare a sostituire ad A e () rispettiva-
mente A~ e A7'Q(A™HT). Rimane ora solo da calcolare linizializzazione delle equazione.
Partendo dalla definizione si ha che

(@rlyr) _ plyr|ler)p(zr)

Noy@rpr, Prir) = plar|YT, Inv) = p(ar|yr, Inv) < b = o p(yr|zr)
p(xr) p(yr)p(zr)

Da questo si ricava con semplici manipolazioni che
p(yT|l'T) = NyT (CxT> R) X NIT (CTR_lyT> (CTR_lC)_l)
Ricapitolando si hanno dunque le seguenti formule:

Tpyip = AZp
P = AP A"+ Q
-1 -1 T p—1

Pk+1\k+1 - Pk—i—l\k +C RC

Thyifhs1 = Pk+1\k+1(Pk_+11\kfk+1|k + C"R i)

Po-1 = R To|-1 = To
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5k|k+1 = A_lfk+1\k+1

ﬁk\kﬂ = A_lﬁk+1\k+1(AT)_1 + AT QAT
Pl = Pl + CTRTC
Thik = ﬁk|k(ﬁk_|kl;+1fk“k+l + CTR ')
Trr = CT Ry

Prh=CTRT'C

allora, unendo i due pezzi (fusione convessa delle due parti indipendenti di cui si & discusso
all’inizio) si ha
-1 _ p-1 p—1
Por =P+ Py

_ p-1 -1
o Pklk + Pk\k—i—l

= Pl + P +CTRTIC

7 -1 A S~

Tk = PkIT(Pk|k_1$k|k—1 + Pk|kxk\k)
= Pur(P e + Pl Tafest)
= LRI\ Ll R klk+1Tk|k+1

- PMT(Pk_l’i—ljc’““f—1 + ﬁk_|li+1§k|k+1 + CTR )
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