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13.1 Controllo LQG

Nella trattazione seguente considereremo sistemi dinamici discreti del tipo

Try1 = Axp + Bug + wy,
Y = Cap + vy

dove wy, ~ N(0,Q) e v, ~ N (0, R) sono bianchi e fra loro scorrelati con @, R > 0, mentre
lo stato iniziale & xq ~ N (o, Pp).
L’indice di costo da ottimizzare ¢ il seguente:

T-1
(Z (L’kTWSL’k + ukTUuk> + (L’;WTSL’T]

k=0

JT(:C(b U) = Ev,w

con U, W, Wr > 0. Il nostro scopo ¢ quello di trovare il

min  Jp(xg, u)
Qe UT—1

imponendo il solo vincolo di causalita dell’ingresso. L’ingresso ottimo sara dunque della
forma

*
Uy = fr(Yo, -+ Yry U0y - - -5 U—1)
Richiamiamo brevemente alcune nozioni sul filtro di Kalman per sistemi con ingressi.
Siano

® k-1 = E[rk|yo:x—1, uok—1] la predizione dello stato x, basata sulla conoscenza delle
misure e degli ingressi fino all’istante k — 1;

® Ty = E[xk|Yor, uo:k—1] la stima dello stato xj, basata sulla conoscenza delle misure
fino all’istante corrente k, e degli ingressi fino all’istante k — 1;

® Cyk—1 = T — Tpp—1 errore di predizione;
® ¢y, = T — Ty, errore di stima;
® Pyi—1 = Var(egi—1) la varianza dell’errore di predizione;

® Py = Var(egx) la varianza dell’errore di stima;
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Le formule del filtro di Kalman per sistemi con ingressi differiscono leggermente dalle
altre, infatti:

Tr—1 = E[Azp_1 + Bug_1 + wi—1|Your—1, to:k—1]
= A E[xk—1|y02k—l7 uO:k—l] _'_ BUk_l
= AZp_1p—1 + Bug—

eklk—1 = Axp_1 + Bup_1 + w1 — AZp_1p—1 + Bup—
= A(Tp—1 — Tp—1jk—1) + Wr—1 + B(up—1 — up—1)
= Aep_1jp—1 + Wi

Pypo1 = AP 11 AT+ Q
Ty = Tgp—1 + Pk\k—lcT(CPk|k—1CT + R)_10Pk|k—1(yk — OZpjp—1)
€kl = Tp — fkuc

Py = Prp—1 — Pep1CT(CPypo1CT + R) ' C Py

Queste valgono solamente sia se sono perfettamente noti gli ingressi uy del sistema, sia se
il sistema ¢ stato modellato perfettamente. Nel caso in cui queste due condizioni non siano ve-
rificate, il risultato dell’algoritmo puo essere una stima dello stato del sistema profondamente
diversa da quella ottenuta usando valori veri. Siano infatti

o AP ¢ uf rispettivamente il modello esatto del sistema e I'ingresso vero, che realmente
entra nel sistema all’istante k

o A° e uf rispettivamente un modello approssimato del sistema vero e una stima dell’in-
gresso all’istante k.

Si avrebbe allora che

- o c c 2 P
Tglk—1 = A Tp_1jk—1 + Bug_, #* Apxk_1\k—1 + Bu,_,

_ p (3 c
eri—1 = APxp_y + Buy_| +wi—y — ATy jp—1 + Buy_,

Prima di enunciare un risultato molto importante per la teoria del controllo LQG,
richiamiamo alcune proprieta che serviranno in seguito.
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s L T _
L @y L epp, cioe Elegr @y, Yok, vok—1] = 0.

2. E[eﬂkvemﬂym,uo:k—ﬂ = tY(E[Vek\ke;ﬁk‘yozk,Uo:k—ﬂ) = tr(VE[emk@;ﬁk‘yo;k,UO;k—1]) =

3. Elzf Vag|yow, won—1] = El(zr — Zrpk + Zap) " V(e — T + Ligp) Yo, o—1] =

= &,V ank + Eleg,Vauelyor, wor—1] + Elef, Vel yor, vor—1] = 24, Vs + tr(V Py)

Definiamo il costo ottimo in [k, T — 1] come

T—1
Vi (zr) = min E[( E T Wy, 4 ul Uug) + 2o W Yo, Yok—1)
WUl yeeeyUT —1 h:k
= min E[me:ck + ugUuk + Vi1 (Tr41) | Youk, Youk—1]
ug
da cui si vede che
J;(SL’(]) = OIIliH JT(U,LE()) = ‘/0*(1170>
UQy.- UT -1

Proposizione 13.1. Sia V;*(xy) il costo ottimo in [k, T — 1]. Vale allora la
Vi (x1) = Elag Skr|yor, vok—1] + cx

Dimostrazione: La dimostrazione avviene per induzione.
Se 1 = T allora per definizione

Vz*(l'z) = E[x%WTxTWO:Ta Uo:T—l]

da cui Sp = Wr e ¢, = 0 Ipotizziamo che la relazione sia valida fino all’istante i = k+ 1 e
dimostriamo la sua validita per i = k.

V;:(Ik) — min E[:L';{W%g + u;;FUuk + Vk*+1(:1:k+1)|y0:k, uo;k_l]
Uk
= min E[xZka + UZUUk + E[IgHSkHIkH |y0:k+17 Uo:k] + Crt1 |y0;k, uO:k—l]

Uk

T T T
= Eloy Way, + up Uuy, + 2 Sev1Tra1 + Crra|Yo:ks Yok—1]

essendo [Yo.x, Uo:k—1] C [Yo.k+1, Uox). Inoltre
$g+15k+1xk+1 = (Axk + Buk + wk)TSkH(Aa:k + Buk + wk) =
= foTSkHA:Bk—I—ugBTSkHBuk+w,35k+1wk—|—2u£BTSk+1wk—|—2ngTSk+1wk+2x£ATSk+1Buk =

= [L’%ATSk_,_lA{L’k + ugBTSkHBuk + wakHwk + QZL{ATSk_i_lBuk
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da cui
Vi (rg) = min Elzf Wy + uf Uug + 2} AT Sy Axy, + ufl BT Sy Buy, + w} Sy wy, +
ug

+ 221 AT Sy 11 Bug + Cr1|Youk Yok—1]
= E[me:ck + SCZATSkHA?Ck + wgSk+1wk + Crt1|Youk, Uok—1] +

+ min E[ugUuk + u;fBTSkHBuk + QZL{ATS]C_HBuk‘yo;k, uo;k_l]
up

= B[z} Way, + zf AT Sy Ay + wi Sp1wi + Coy [Youks Yok—1] +
+min(ui (U + BY Sy 1 B)uy + QS%Z‘RATS;CHBW)
Uk

Per ricavare
uy, = argmin,, V;'(zy)

dall’espressione precedente, poniamo la derivata rispetto wu; uguale a zero e risolviamo
I’equazione:
2(U + BT Sy 1 B)uj, + 2B" Sy Adgy, = 0
uj = —(U + BY'S11B) ' BT Sy 11 A%y, = Lidg

da cui si nota come wuj, sia funzione lineare dello stato stimato. Sostituiamo ora l’espressione
di uj in quella di V;(zy):

Vi (zr) = Elag Wy, + xf AT Sy Ay + wi Skawr, + g [Youk, tosk—1] +
— 2 AT Sk 1 B(U + BT Sp1B) "' BT Sy Ay
= Elzi Way, 4+ of AT Sj1 Az + w0 Spp1wi + Copt| Yok Yok—1] +
+ tr(Poe M) — B[ 5, MiZaje|Yor, tok—1]
= tr(PypMy) + tr(Spn1Q) +
+ B[z} (AT Spr A+ W — AT S, B(U + B S 11 B) ' BT Sps 1 A) i [Youk, Uoik—1] + Crst

dove M, & definita come:
M, = ATS,. . 1B(U + B S,.,1B) ' BT S, ., A
Dalla precedente espressione si evince che la tesi é verificata una volta posto
Sp=ATS, A+ W — ATS, \B(U + BT S, 1 B) ' B S 11 A

Cr = Ck+1 + tI‘(Pk|kMk) + tI(S]H_lQ) = Ck+1 + tr(Pk‘k(ATSk_i_lA + W — Sk)) + tr(SkHQ)
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Dalle considerazioni precedenti si ricava

T-1

T3 (w0) = Elzg Soao] + Z tr(QSk+1 + PrpMy)
h=1

Nel caso di orizzonte infinito, si definisce

Jo(zo) = lim % = t1(QSn + Poo(ATSuA+W — S))

T—o00

dove Sy = limy_.o S € P = limy_o Py se tali limiti esistono.
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