COMPITO DI SEGNALI E SISTEMI
2 febbraio 2017

NOTA: Tutte le risposte vanno adeguatamente giustificate. Risposte errate e/o
con motivazioni errate avranno valore negativo nella valutazione

Teoria 1. Si consideri un sistema LTI a tempo continuo descritto da un’equazione
differenziale di ordine n. Si ricavi, operando nel dominio delle trasformate di Laplace,
la decomposizione in risposta libera ed evoluzione forzata e si ricavi ’espressione della
funzione di trasferimento in funzione dei coefficienti dell’equazione differenziale.

Teoria 2. Si dia la definizione di serie di Fourier per un segnale v(t), t € R, periodico

a potenza media finita

1

T
P, = T/o lu(t)|> dt < oo

e si discuta il legame tra la potenza media del segnale ed i coefficienti di Fourier. Come
si puo utilizzare questo legame per approssimare il segnale usando la serie troncata?

NOTA: le risposte vanno adeguatamente giustificate.
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Esercizio 1. [5 punti] Si tracci il diagramma di Bode (modulo e fase) della funzione
di trasferimento:

25 — 200
H(s) = 4——F5—
() s3+0.02s2 + s
Esercizio 2.[9 punti] Si consideri un sistema lineare a tempo discreto descritto
dall’equazione alle differenze

y(k) — éy(k‘ —9) = 2u(k) + ulk — 1) + %u(k _9) keZ (1)

i) Si calcoli la risposta impulsiva

ii) Si calcoli 'uscita del sistema in corrispondenza all’ingresso u(k) = d_1(k) e con-
dizioni iniziali y(—1) =0 e y(—2) = 1.

iii) Dire se & possibile (e perche) trovare un u(k) del tipo
u(k) = A¥6_1 (k) |A>1
tale da garantire una risposta forzata y¢(k) limitatata per tutti i tempi k& > 0.

Esercizio 3. [6 punti] Si consideri il sistema con funzione di trasferimento

3
s+1

H(s) =

ed i segnali uy(t) := agsin(wet)d_1(t) ,con £ = 1,2,3 dove a1 = 1, ag = 10, a3 = —3 e
Wy = 20.

1. Si calcoli la risposta forzata all’ingresso uy(t) = ajsin(wit)d_1(t) e si discuta il
legame tra la risposta a regime permanente e la risposta forzata.

2. Si calcoli la risposta a regime permanente del sistema con funzione di trasferi-
mento H (s) all’ingresso u(t) := >5_, u,(t) (non & necessario fare esplicitamente
eventuali conti di moduli e fasi di numeri complessi)



SOLUZIONI

Esercizio 1.

i) [5 punti] La risposta in frequenza del sistema in forma di Bode ¢

200 (1= {gp)
Jjw 1+ 250.0lw — w?

H(jw) =

I diagrammi di Bode di ampiezza e fase sono diagrammati nella Figura 1.
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Figura 1. Diagramma di Bode.

Esercizio 2.

i) [3 punti] Si puo calcolare la risposta impulsiva operando nel dominio delle



trasformate zeta. La funzione di trasferimento si scrive immediatamente e risulta:

222 +z+3
2_ 1
779

H(z) =
Utilizzando la solita tecnica di antitrasformazione, conviene definire

Hi(2) = %H(z)

Gli zeri del denominatore sono rispettivamente 0, 1 e —1, e quindi H;(z) ammette la
3 3
decomposizione in fratti semplici

A B C

H(z)=2+ ——+—

2 z—3 +3
dove 9
A=l 2H(z) ==

1 19

B=1 — )Hy(z) = =

S, G- ) =5

C= lim (24 S)Hy(z) =1

P 3/ 4

quindi la risposta impulsiva si ottiene per antitrasformazione utilizzando le trasfor-

mate notevoli:

hk) = kHﬂ@M)
= Ad(k)+ B (3) 01(k) + O (—1)" 5_1(k)
= 6k+a<§ 1k T(=3) ok
= + 10 (1) a1k - 1+£«%f&4w—n

ii) [3 punti] La risposta del sistema si ottiene come somma dell’evoluzione libera
e della risposta forzata:
y(k) = ye(k) + yy (k)
Per calcolare I’evoluzione libera osserviamo che le radici del polinomio caratteristico
22 — L sono :I:% e quindi I'evoluzione libera ha la forma

9
w=a Q) va(2)

ed imponendo le condizioni iniziali si ottiene:

yg(—l) = 361 — 302 =0

yg(—Q) = 9c1+9%2 =1
che ha come unica soluzione ¢; = ¢ = Tls . Per quanto riguarda la risposta forzata,
basta osservare che

k k k
th Ou Zh th E:Zh
=0

=0



Utilizzando le proprieta della serie geometrica
k )\k+1
£=0
e 'espressione della risposta impulsiva calcolata sopra, si ottiene, per k > 0:

191-(1/3)k1 | 71-(— 1/3)’“+1

yr(k) = _%+IZ - (13 +1 /)
3+ s (L= A/B)M) + 13 (1 - (-1/3)"1)

iii) [3 punti| La risposta forzata si puo calcolare, nel dominio delle trasformate zeta,
utilizzando la nota espressione

Se u(k) = A*6_1(k), U(z) = —Z; e quindi

zZ—=A

Poiche |A| > 1, I'antitrasformata zeta di Yy(z) ¢ limitata se e solo se uno zero di H(z)
“cancella” il polo A di U(z), in modo che i poli di Y;(z) siano tutti a modulo minore
di 1. Questo ¢ possibile se e solo se H(z) ha uno zero a modulo maggiore di 1. Per
calcolare gli zeri di

2.2+ 2+ 1
117(,2:):722_l 2
9

basta calcolare gli zeri del polinomio 222 + z + % che sono:

R W R

Salola

16 16 2

Quindi, poiche gli zeri del polinomio a numeratore sono in modulo minore di uno,
non si possono effettuare cancellazioni con il termine (z — \) al denominatore e quindi

I'ingresso cercato NON esiste.

il cul modulo &

Esercizio 3.

i) [4 punti] Utlizzando l'ingresso u(t) = aisin(wit)d_1(t) Possiamo operare nel
dominio delle trasformate di Laplace, da cui:
!
U(s) = Llu(t =07
(5 = LB = 0 52

La (trasformata di Laplace della) risposta forzata all’ingresso U(s) ¢

3 w1
= a
s+1 82+ w?




Calcolando ’espansione in fratti semplici si ottiene:

A B B
+ — + .
s+1 s—jw; s+ jw;

Yi(s) =

Dove A, B si calcolano come al solito utilizzando i limiti del tipo

T - 3&1(,4}1 . 6

A= Tim (s +1)¥y(s) = 1+w? 5
31 1
B= li — jw)Ye(s) = = H(jw)—
Jim (s = jw)¥y(s) Jor + 125 (‘7”1)2j

Che ha come antitrasformata:

gp(t) = Ae o1 (t) + Hjwn) b et (1) — Hjun) Leits_(2)
Ae 6 1 (t) + |H (jwr)|sin(wit + ZH (jwr))d—1(t)

La risposta a regime forzata si puo decoporre nella forma y¢(t) = yu(t) + yrp(t) dove
Yir(t) = Ae " 51 (t)
é la componente di “transitorio” che si annulla per t — oo e
yrp(t) = [H (jwi)|sin(wit + ZH (jwi))d-1(t)

(la componente “di regime”) che & proprio con la risposta di regime permanente del sis-
tema con funzione di trasferimento H(s) = 3/(s+1) all’ingresso con u(t) = aysin(wit)o_1(t).
ii) [2 punti] Dato che il sistema con funzione di trasferimento

3
s+1

H(s) =

¢ BIBO stabile, e utilizzando la linearita, per calcolare la risposta a regime permanente
basta applicare la formula

3
yrp(t) =D Yrpe(t)
/=1

dove yyp ¢ € la risposta a regime permanente all'ingresso uy(t) := aysin(wet)d_1(t) che
si ottiene dalla formula

yrpf(t) = |H(S)||s:ng Sin(wﬁt + 4|H(S)||s:jwe)

(i conti di moduli e fasi sono banali e qundi omessi)



