COMPITO DI SEGNALI E SISTEMI
19 giugno 2017

NOTA: Tutte le risposte vanno adeguatamente giustificate. Risposte errate e/o
con motivazioni errate avranno valore negativo nella valutazione

Teoria 1. Si enunci e dimostri il Teorema del Campionamento ideale

Teoria 2. Si ricavi, operando nel dominio delle trasformate di Laplace, la decompo-
sizione in evoluzione libera e risposta forzata dell’uscita y(t) di un sistema LTT descritto
da un’equazione differenziale del tipo

in funzione delle condizioni iniziali ed assumendo che I'ingresso sia causale, u(t) = 0,
vt < 0.

NOTA: le risposte vanno adeguatamente giustificate.
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Esercizio 1. [5 punti] Si tracci il diagramma di Bode (modulo e fase) della funzione
di trasferimento:

5% +1001s 4 1000
(s2 + 254 100)(s + 100)

Esercizio 2.[9 punti] Si consideri un sistema lineare a tempo discreto descritto
dall’equazione alle differenze

H(s) =

y(k) —y(k—1) + iy(k —2) =bu(k) +bou(k—1) ke€Z b ,bpeR (1)

i) Si calcoli la risposta impulsiva. Cosa succede se by = —%1? Era prevedibile?

ii) Assumendo a = 1/3, si dica se esiste, per opportuni valori di A, un ingresso del
tipo u(k) = A*6_1(k) in corrispondenza del quale la risposta forzata abbia la

forma i) = lq (;)k + ek G)k] d-1(F)-

iii) Si consideri il sistema “inverso” che ha y(k) come ingresso e u(k) come uscita, i.e.
1
blu(k) + bgu(k' — 1) = y(k) — y(k — 2) + Zy(k — 2) kcZ bi,bs € R. (2)
Si discutano la causalita e la stabilitd al variare di b1, by € RR.

Esercizio 3. [6 punti] Si consideri il segnale

o(#) = repy [A (;)] teR

1. Si calcolino i coefficienti di Fourier del segnale v(t).

2. Si dica se esiste, ed in caso affermativo si calcoli, la risposta di regime perma-
nente (eventualmente utilizzando la serie di Fourier) del sistema con funzione di
trasferimento

all’ingresso u(t) = v(t)0_1(t)



SOLUZIONI

Esercizio 1.

i) [5 punti] La risposta in frequenza del sistema in forma di Bode ¢
. (1+ 1k5) (1 + jw)

0 (14 45) (1+2j018 - %)

I diagrammi di Bode di ampiezza e fase sono diagrammati nella Figura 1.
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Figura 1. Diagramma di Bode.

Esercizio 2.

i) [3 punti] Si puo calcolare la risposta impulsiva operando nel dominio delle



trasformate zeta. La funzione di trasferimento si scrive immediatamente e risulta:
b1z + by)z
H(z) = TPz b2)

(2 — 5)2

dove abbiamo usato il fatto che 22 — z + % =(z— %)2 Utilizzando la solita tecnica di
antitrasformazione, conviene definire

dove si ottiene:

da cui ,
H(Z) =b—— + [ 2 by ) —
(2) 17 1+(2+2>(z 1)2

La risposta impulsiva si trova calcolando I'antitrasformata zeta:

_ k k—
A(k) = Z7HHE)](0) = b (3) 01k + (b + %) k(D) 0ma(k)
k k
Chiaramente se by = —%1 il secondo modo viene pesato con coefficiente nullo. Questo &
evidente dalla funzione di trasferimento perche sotto la condizione by = —%1 si verifica
una cancellazione e H(z) risulta:
z
@)y =bi

ii) [3 punti] Dato un ingresso della forma u(k) = A*6_1(k), la trasformata Zeta
della risposta forzata é:

(biz+b2)z =z
G-12 G-

Yi(2) = H()U(2) =

Chiaramente se A = —b—f = —% si ottiene:

2
CREYE
Calcolando D'antitrasformata Zeta si vede immediatamente che y;(k) ha proprio la
struttura richiesta (per un’opportuna scelta di ¢ e ¢3).
iii) [3 punti] Per quanto riguarda la causalita, si vede immediatamente dall’equazione

alle differenze che il sistema & causale se e solo se b; # 0. Assumiamo quindi b; # 0.
Per quanto riguarda la stabilita asintotica, il polinomio caratteristico del sistema

Yi(z) =

inverso ¢
pr(z) = b1z + by



che ha come unico zero A\;j = —Z—f e quindi il sistema & asintoticamente stabile se e

solo se ‘Z—f‘ < 1. Per quanto riguarda la stabilita BIBO, basta calcolare la funzione di

trasferimento, che risulta essere:

I G %)2
Hi(z) = H(z) = (b1z + b2)z

I poli sono (a meno di cancellazioni), {0, —Ig—f}. Poiche le cancellazioni si possono

1

verificare con gli zeri del polinomio a numeratore, che sono entrambi 3, il sistema ¢

BIBO stabile, se e solo se & asintoticamente stabile, cioé se < 1.

ba
by

Esercizio 3.

i) [3 punti] Si ricordi per prima cosa che il segnale v(t), periodico di periodo
T, ottenuto per ripetizione periodica del segnale generatore vy(t) = A (%), ha come

coefficienti di Fourier
1 v k
Uk =l

dove V(f) e la trasformata di Fourier del genratore v4(t). Ricordando ora che A(t) =
II(¢t) = I1(t), la trasformata di Fourier della finestra triangolare

FIA@®](f) = FI(H)]? (f) = sinc®(f)

ed usando la proprieta del cambio di scala si ottiene:

Vo(f) = 251nc2(2f)

Quindi i coefficienti di Fourier (della serie esponenziale di v(t)) sono

1 (kN 2. , (2
Uk_T‘G(T)_TSIDC (T>

ii) [3 punti] Per a # 0, riscrivendo H (s) nella forma

1 1
H (S) = 1
as+ -
si osserva che 'unico polo ¢ p = —%. Il sistema ammette una risposta di regime
permanente se ¢ BIBO stabile, e quindi se p = —é < 0, cioe se ¢ > 0. In aggiunta, se

a = 0 la funzione di trasferimento si riduce a H(s) = 1 che chiaramente ¢ la funzione
di trasferimento di un sistema BIBO stabile.

In questo caso il segnale di uscita y,,(t) a regime, coincide con la risposta che si
avrebbe se l'ingresso fosse stato u(t) = v(t), e quindi ammette la seguente decompo-
sizione in serie di Fourier:

o0
ion ke
Yrp(t) = Z Y2 Tt

k=—o00
dove 1 1 2% 1
= v H(j2n =) = v ————— = 2sinc? | = | —————
Yk KH (J T) k1+ja27r% (T) T + ja2wk



