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Domanda 1. Si discuta il problema della predizione per un processo stazionario y(t) descritto
dal modello lineare

y(t) = H(z)e(t)
dove H(z) ¢ una funzione razionale ed e(t) ¢ un rumore Gaussiano, bianco a media nulla e
varianza o2. Si ricavi 'equazione del predittore di un passo assumendo

z4 1
H(z) = ——
3

Domanda 2. Si assuma che dei dati ingresso-uscita {u(t), y(¢)} siano esattamente generati dal
modello FIR

y(t) = u(t — 1)+ %u(t _o)+ iu(t ~3) 4 eolt)

dove eq(t) & un rumore bianco Gaussiano, a media nulla e varianza o2 = 1. Si assuma che
anche u(t) sia un rumore bianco Gaussiano a media nulla e varianza o2 = 2, indipendente da
eo(t). Si utilizzi un modello del tipo

y(t) = bou(t) + bru(t — 1) + e(?)
per fare identificazione utilizzando il metodo dei minimi quadrati.

1. Supponendo siano disponibili dati y(t),t =1,.., N eu(t), t = 0, .., N, si scriva ’espressione
dello stimatore fy ai minimi quadrati del parametro vettoriale 6 := [by b1]" (in questo
caso esiste un’espressione in forma chiusa).

2. Si dica dove converge lo stimatore Oy per N — oo.

3. Facendo I’approssimazione!
| X

NPT () = Bty (1) = Ry = o3l
=1

dove (t) := [u(t) u(t —1)]T, si ricavi I'espressione della varianza dello stimatore 0.

Domanda 3. Si assuma che la posizione di un veicolo mobile sul piano possa essere descritta
dalle coordinate del suo centro di massa z(t) € R?. Viene utilizzato un sistema di localizzazione
per fare il tracking di due veicoli (4 e B). Si assuma che le traiettorie (discretizzate) x 4(t) € R?
e xp(t) € ]R2, t € Z dei due veicoli possano essere modellate indipendentemente come due
passeggiate aleatorie integrate, cioé nella forma:

{ zA(t+1) = za(t)+va(t) { rp(t+1) = zp(t) +vs(t)
va(t+1) = wva(t)+na(?t) vp(t+1) = wvg(t)+np(t)
2

con n4(t) ed np(t) rumori bianchi, indipendentie, a media zero e varianza o.

1Questa apprrossimazione & giustificata purche N sia “grande”



1. Si assuma che le misure a disposizione z(t) provengano alternativamente dal veicolo A e
B, cioe che

A(t) = aat)+n(t) t=1,35...,2k+1),.. keZ"
T ) +n() t=2,4,6,...2k.. keZ®

In questo caso si dice che si conosce [’associazione delle misure. Si scriva un filtro di
Kalman per la stima delle posizioni z 4(t) e z5(t).

2. Si assuma che a partire dall’istante ¢ = ¢ non si abbia pill informazione sull’associazione
delle misure, i.e. non sisa se z(t), t > ¢ proviene dal veicolo A o dal veicolo B. Assumendo
che, per t > #, le misure z(t) provengano con equale probabilitd (ed in maniera indipendente
ad ogni istante di tempo) dai due veicoli,

e si calcoli la probabilita (condizionata da tutte le misure fatte fino all’istante ¢ — 1)
che la misura all’istante ¢ = ¢ provenga dal veicolo A

e si discuta come si potrebbe procedere per continuare a stimare la posizione dei due
veicoli senza avere a disposizione 'informazione di associazione delle misure

Domanda 4. Sia y(kT.), k € Z la misura di un encoder fissato ad una ruota di un veicolo che
si muove con velocita costante v.. Si assuma che ’encoder fornisca una misura rumorosa della
posizione reale dalla ruota p(kT.), cie

y(kT.) = p(kT.) + n(kT,)

dove n(kT,) & un rumore Gaussiano, bianco, a media nulla e varianza o2

di avere a disposizione misure nell'intervallo k € [1,T7:

incognita. Supponendo

1. Si scriva lo stimatore dei minimi quadrati 67,5 per il parametro vettoriale 6 := [xch]T
dove x. ¢ la posizione iniziale e v, la velocita del veicolo.

2. Si scriva lo stimatore a massima verosimiglianza della varianza o2.

3. Come si potrebbe modificare lo stimatore se v, fosse “lentamente variante”?

Suggerimento: si osservi che p(kT.) = x. + v.kTe.



SOLUZIONI

Domanda 1.8 Punti]

1. Per la formulazione del problema di predizione si vedano gli appunti.

2. Dato che H(z) ¢ stabile e ad inversa stabile, il predittore si ottiene dall’equazione

gt —1)

(H(2) = h(0)) H- (2)y(t) = (2542 —1) S15y(0)
S22/ ) 2 8Ly

cioe:

= 1)+ 590 = 1t —2) = 2yt — 1)

DN | =
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1. Lo stimatore PEM si ottiene risolvendo

Oy = argming & 3, (y(t) — go(t|t — 1))
= argming & Y0 (y(t) — ¢ (1)6)>

dove 0 = [bg b1]" e ¥(t) := [u(t) u(t —1)]". Svolgendo i calcoli si ricava che 1'unico punto
di minimo ¢ data da:

N -1
I = [}V > wmﬂw] 5 2 w0()

2. Come noto dalla Teoria, lo stimatore PEM converge, per N — oo, all’insieme dei punti
di minimo del funzionale

J(0) = E[(y(t) — (]t — 1))°]
Usando il fatto che i dati y(¢) sono generati dal modello

y(t) = u(t — 1)+ éu(t _9)+ iu(t —3) 4 eolt)

il funzionale J(#) risulta:

JO) = E|(u(t=1)+ ult = 2) + fu(t - 3) + eo(t) — bou(t) - bru(t — 1))’]
= B [((=bo)u(t) + (1 = br)u(t = 1) + Ju(t - 2) + bu(t - 3) + )]
= Bo2+(1-b) 02+ (1) 02+ (1)’ 02 +0°

dove si & usato il fatto che u(t) & un rumore bianco e che {e(¢)} & indipendente (e quindi
scorrelato) da {u(t)}. Chiaramente, 'unico punto di minimo di J(6) &

bp=0
by =1

e quindi 6y — [0 1],



3. Si osservi preliminarmente che Efy = 6 := [0 1]T; si noti anche che si puo scrivere:

y() = u(t—1) + %u(t —o) g iu(t —3) teolt) = 7 ()00 + %u(t P %u(t ~3) +eolt)

Per calcolare la varianza, esprimiamo lo stimatore nella seguente forma:

oy = [FSLivweT
= [F2eweTe

o+ [ 25, w07 (0] &S0 (but - 2) + Jult - 3) + eol)
~ o+ 2 Sy (8) (Fult —2) + Ju(t —3) + (1))

Do
-1

)
)| L) (87 (O + Sult - 2) + Jult - 3) + eo(t)

dove si & usata l'approssimazione suggerita

Si osserche che, per costruzione, Efy = 0.

Ci rimane da calcolare la varianza di 6y ; definendo w(t) := Tu(t —2) + Lu(t —3) +eo(t),
si ottiene: 2:

Varily} =~ F3 YL X B |@@w®) (b(s)u(s)] |

Usando il fatto che {u(t)} e {eo(t)} sono Gaussiani, bianchi (e quindi a componenti
indipendenti) e indipendenti si verifica facilmente che:

B [0t) (Jult = 2)+ Ju(t = 3) + eo(1)) (¥(s) (3uls — 2) + fu(s = 3) + eo(s))) | =

Uﬁ](%di—k%di—kﬂ) t=s
o2 2 8 % p=s4l
- o2 8(1) % t=s5—-1
0 t#s
Di conseguenza
Var{ly} =~ éﬁzlﬁlail(éai—i—%ai—l—ﬁ)ﬁ-
+EH Tl %] 0]+
+EHTIE ] 0
(G EE
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211 “circa” uguale & dovuto all’approssimazione suggerita (1)



1. Basta definire uno stato s(t) := [z} (t) vi(t) x5(t) v5(t)]T. Utilizzando i modelli per
2z (t) e xp(t) proposeti nel testo dell’esercizio si ottiene:

0 I I 0 O
t I
sty =as+ | MO A= 0 D90 (2)
() 000 I

e come equazione di misura

I 000 t=2k+1keZ"

]
001 0] t=2k keZ" ®)

2(t) = C(t)s(t) +n(t) C(t) ;{ %

I rumori di misura e di modello si possono assumere scorrelati e quindi:

0

ol S=[0000"T R=0c%I

O

Il
cooo
o osvo
svo o ©

o O O

ozl

dove Var{na(t)} = Var{ng(t)} = 021 e Var{n(t)} = o%I. Per ottenere la stima dello
stato (e quindi delle posizioni x4(t) e xp(t) ¢ ora sufficiente applicare le equazioni del
filtro di Kalman (si vedano gli appunti) al modello tempo variante descritto da (2) e (3).

2. Assumendo che i rumori in gioco e le condizioni iniziali siano delle variabili Gaussiane,
anche lo stato e le misure sono variabili Gaussiane (perch trasformazioni lineari di variabili
Gaussiane).

Quindi anche la densita condizionata di z4(f) date le misure fino all’istante £ — 1 & Gaus-
siana con media

FA(@f—1)=[1000]5(fF —1)

e matrice varianza

Sa@f-1):=[1 0 0 0]P@Hi-1)

SO O~

dove §(|t — 1) e P(t]t — 1) sono, rispettivamente la predizione dello stato e la varianza
dell’errore di predizione che si ottengono dalle equazioni del filtro di Kalman. Quindi z 4 (%)
condizionata dalle misure fino all’istante £ — 1 ¢ N (Z4(f]t — 1),24(¢]f — 1)). Usando lo
stesso tipo di notazione z(f) condizionata dalle misure fino all’istante t—1 €’ N (Z g (¢|t —
1), Xp (|t — 1)) dove

Zp(tlt—1)=[0010]5(t]t —1)

Sptlt—1):=[0 0 I 0 ]P(t—-1)

O NO O

Indicando con Aj I'evento {la misura z(t) arriva dal wveicolo A} e con Bf := A
I’evento complementare che la misura z(#) proviene da B, usando la regola di Bayes:

g z Ap,z t— yeeeyZ Azplz t— -1
PLAH2(D) € T, 2(F — 1),..., 2(1)] = PEOSIASE D D PIALE =Dz

— _ Plz()€l|Ag,2(t=1),....2(D)]P[Ag|z(t=1),....2(1)] _
PMEI AL 2(—1),-2(D] P[A7[2(—1),-,2(D]+ P[2(t) € 1] B7,2(k—1),..,z (D] P[Bz|2(b—1),-,2(1)]




dove I & un generico insieme sottoinsieme di R? e, per ipotesi,
P[Af|z(t —1),...,2(1) = P[Bg|z(t — 1), ..., 2(1)] = 1/2

Si definisca zy := [xg yo] " e si ponga I := {(x,y) € R2|x € [zo,z0+A) ¥y € [yo, Yo+ A)};
facendo il limite per A — 0 si ottiene:

T fz (20]Ag,2(t=1),...,2(1))1/2
PlAg|2(t) = 20, 2(t = 1), ..., 2(1)] = fz(,g)(zo|A;,z(ffl)(,.)..,z0(1))1[2+fz(g>(zo\Bg,z(ffl),...,z(l))1/2
fz(g)(Z0|A{,Z(t71),..‘,2(1))

fz0 (20l Ag,2(t=1),....,2(1))+f=(1) (20 Br,2(t—1),...,2(1))

dove [, (20]Az, 2(t —1),...,2(1)) e fo@(20|Bg, 2(t — 1), ..., (1)) sono le densita z(t) con-
dizionate dalle misure passate fino all’istante ¢ — 1 e, rispettivamente, dagli eventi A; e
B;.

Poiché sotto la condizione Az si ha z(f) = xa(f) + n(t) =24t — 1) + At — 1) + n(t)
allora z(f) condizionata dall’evento A; e dalle misure z(t — 1),...,2(1) & una variabile
Gaussiana a media & 4 (|t — 1) e matrice varianza

Var{za(lf — 1) + n(t)} = Sa(ff — 1) + oI
e quindi

fz(f) (zO‘Afa Z(i_ 1)7 (XX} Z(l)) =
7%(z07m(ﬂ£71)f(EA(£|t11)+021)*1(207m(£|t11))

_ 1
= Cm¥det(AGi-1)+o2D) ©

Un discorso analogo vale per f. (20| Bz, 2(t—1), ..., 2(1)), quindi z(#) condizionata dall’evento
Br e dalle misure z(¢ — 1), ..., (1) & una variabile Gaussiana a media g (t|t — 1) e matrice
varianza

Var{zg(t|t — 1) +n(t)} = Sp(t|lt — 1) + o*I

e quindi

fz(f) (ZO‘BB Z(Ei 1)7 ) Z(l)) -
—%(zo—iB(ﬂz—n)T(23(5\5—1)”21)*1(@—9&3(£|f—1))

— 1
= etz Gi-1)+o2D) ©

Questi elementi sono sufficienti quindi a calcolare P[Af|z(¥) = z0,2(t — 1), ..., 2(1)] come
richiesto dal testo, i.e. usando (4).

3. Se non si conosce I'associazione di puo procedere usando il risultato del punto precendente.
Avendo a disposizione la misura z(f) = 2o si possono calcolare P[Az|z(f) = zo,2(t —
1),...,2(1)] e P[Bg|z(¥) = 20,2t — 1),...,2(1)] = 1 — P[Ag|z({) = 20,2(f — 1),...,2(1)].
Quindi f(s(#)|z(t),....,2(1)), i.e. la densitd condizionata di s(f) date le misure fino
all’istante ¢ si pud calcolare usando il teorema della probabilitd totale

F@ID), o 2(1)) = F(5D)Ap, 2(), s 2(1) PLAG (D), s 2(1)]+
£ (5(D)| B, 2(8), s 2(1)) P By 2(D), .o 2(1)]
L (F (5D Ag, 2(8), s 2(1)) + F(5(B)| B, (D), s 2(1))

dove f(s(t)| Az, 2(t), ...., 2(1)) ed f(s(t)|Bg, z(f), -..., 2(1)) si ottengono usando le equazioni
classiche del filtro di Kalman in quando ’associazione A; oppure B sono note.
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1. Sotto le condizioni descritte nel testo le misure si possono riscrivere nella forma:

y(Tc)
y(2T.)

|1 TT. n(TTe)
= S6+N

con ovvio significato dei simboli. Lo stimatore ai minimi quadrati (si vedano gli appunti)
¢ dato dall’equazione

- -1

Ops=(STS) Sy

2. Basta scrivere la funzione di verosimiglianza (che ¢ una Gaussiana dato che il rumore &
Gaussiano) in funzione di 6 e o2, i.e.

1 17,)0)>

T
L(8) := —log po(y(T.), ..., p(TT,)) = glog(%r) + Z1og ) + %Z

t=1

poi minimizzare in # e ¢2. La minimizzazione in # restituisce lo stimatore ai minimi

quadrati (si vedano gli appunti) e gli esercizi fatti a lezione mentre lo stimatore di o2
risulta, come ricavato a lezione, uguale a

6% =

T
Z(y(tTc) - (1 tTc)éLS)Q

t=1

Nl =

(basta fare la derivata in o2 della log-verosimiglianza ed eguagliarla a zero.

3. Se il parametro & tempo variante si possono usare i minimi quadrato con fattore d’oblio,
i.e minimizzare

T
Jrs() : Z M=t y(tT) — (LT)0)> 0< A <1

oppure usare il filtro di Kalman imponendo che la varianza dell’errore di modello sulla
velocit v, sia strettamente positiva (si vedano gli appunti a riguardo).



