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Domanda 1. Sia X una variabile aleatoria Gaussiana N (5, 1) e siano Y1 e Y2 due “misure
rumorose” di X nel senso che Y1 = X + W1 e Y2 = X + W2 dove W1 e W2 sono Gaussiane,
indipendenti da X, a media zero, varianza σ2

1 = σ2
2 = 1 e covarianza σ12 = 1/2.

1. Si trovi la densità di Y := [Y1 Y2]
! e la densità congiunta di X e Y .

2. Si calcolino i valori attesi condizionati X̂1 = E [X|Y1] e X̂12 = E [X|Y1, Y2]

3. Si descriva come calcolare P
[
|X − X̂12| > ε|Y1, Y2

]
. Si può dire (senza fare calcoli) che

P
[
|X − X̂1| > ε|Y1

]
< P [|X − 5| > ε]? Cosa succede per P

[
|X − X̂12| > ε|Y1, Y2

]
. Si

commenti il risultato.

Domanda 2. Si assuma che il processo y(t) sia generato dal modello dinamico

y(t) = a1y(t− 1) + b1u(t− 1) + e0(t) |a1| < 1 t ∈ Z

dove e0(t) è un rumore bianco, a media nulla e varianza σ2. Il processo di “ingresso” u(t) è
descritto dal modello

u(t) = v(t) + v(t− 1)

dove v(t) è un processo stazionario bianco, a media nulla ed indipendente da e0(t). Per fare
“identificazione”, si utilizzi il criterio di minimizzazione dell’errore di predizione (PEM) ed il
modello

y(t) = θu(t− 1) + e(t) θ ∈ R
dove si assume e(t) bianco.

1. Si calcoli la varianza del processo y(t);

2. Assumendo siano disponibili dati y(t), u(t), t ∈ [1, N ], si imposti il problema di identifi-
cazione utilizzando il criterio di minimizzazione dell’errore di predizione (PEM); si trovi

lo stimatore θ̂N del parametro θ, scrivendo chiaramente quale funzione dei dati si deve
minimizzare.

3. Si dica se lo stimatore PEM θ̂N converge e se è uno stimatore consistente di b1 (nel caso in
cui non sia consistente non è necessario calcolare esplicitamente il valore a cui converge)

Domanda 3. Si consideri il modello lineare nei parametri

y(t) =

4∑

i=1

θix
i−1(t) + θ5log(x(t)) + d(t) (1)

dove x(t) > 0 è una grandezza misurabile e d(t) è un rumore bianco. Si definisca il parametro

vettoriale θ := [θ1 θ2 θ3 θ4 θ5]
! ∈ R5

.

1. Si scrivano le equazioni del filtro di Kalman per la stima ricorsiva dei parametri θ nel
modello lineare (1).
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2. Supponendo che i parametri θ varino (lentamente) nel tempo, e avendo a disposizione dei
dati di “test” y(t), x(t), t = 1, .., N , come è opportuno “tarare” il filtro di Kalman?

3. Si descriva, in maniera qualitativa, come si potrebbe utilizzare il filtro di Kalman per
rivelare un brusco cambiamento (dovuto, ad esempio, ad un malfunzionamento di un
sistema) dei valori θ (incogniti).

4. Si illustri come si dovrebbe modificare l’algoritmo descritto sopra basato sul filtro di
Kalman se d(t), invece di essere bianco, fosse un processo colorato a spettro noto?

Domanda 4. Si enunci e si dimostri la regola di Bayes.
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