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Domanda 1. Sia y(t) € R, t € Z, un processo descritto da un modello ARM A(n,n) del tipo
Zaky(t— k) = che(t— k) teZ
k=0 k=0

dove e(t) ¢ un rumore stazionario, Gaussiano, bianco e a media nulla. L’equazione alle differenze
b b
si deve intendere risolta “in avanti”, cio¢ considerando il sistema causale.

1. Si dica sotto quali condizioni (sui coefficienti ay, e ¢i) il processo y(t) € stazionario.

2. Si calcoli la media di y(t), il suo spettro e si indichi un procedimento per calcolare la
funzione di covarianza cov(y(t + 7)y(t)).

3. Si descriva un procedimento per calcolare il predittore lineare a minima varianza §(¢[t—1).

Domanda 2. Si assuma che il processo y(t) sia generato dal modello dinamico
y(t) = bru(t — 1) + bau(t —2) +eo(t) teZ

dove eg(t) & un rumore bianco, a media nulla e varianza o2, indipendente dal processo u. Il
processo di “ingresso” u(t) sia un processo stazionario, a media nulla, descritto dal modello

u(t) =v(t) +v(t —1)

dove v(t) & bianco, a media nulla e varianza unitaria. Per fare “identificazione”, si utilizzi il
criterio di minimizzazione dell’errore di predizione (PEM) ed il modello

y(t) = Ou(t — 1) +e(t)
dove si assume e(t) bianco.
1. Si calcoli la varianza del processo y(t);

2. Assumendo siano disponibili dati y(t),u(t), t € [1, N], si imposti il problema di identifi-
cazione; si trovi lo stimatore 6y del parametro 6, scrivendo chiaramente quale funzione
dei dati si deve minimizzare.

3. Si dica se lo stimatore éN PEM converge e, se si, dove.

Domanda 3. Si assuma di voler progettare un sistema di visione per trovare in un’immagine
(I d’ora in poi), in maniera automatica, quale di due oggetti & presente!. Ad esempio i due
oggetti potrebbero essere un pallone da calcio (oggetto A) e un pallone da basket (oggetto B).
Il sistema elabora un’immagine I ed estrae k “features” ? (chiamiamole y; = g;(I), y; € R,
i =1,..,k). Un classificatore & una funzione

c(yrs - yk) © (Y1, ne) &> O
k € {AB
e R
1Per semplicita assumiamo che (i) ci siano solo due oggetti “di interesse” e che, sicuramente, (ii) uno e solo
uno dei due sia presente in ogni immagine.
2Si chiamano “features” delle funzioni g(I) , arbitrarie in principio, dell’immagine, ad esempio la media, la
media dei valori in un piccola finestra dell’immagine intorno ad un pixel specifico etc...

}




che restituisce, per ogni k — upla di features (y1,..,yx) = (g1(I),...gx(1)), la stima dell'oggetto

C (stima della “classe”) che puo essere uguale ad A (pallone da calcio) oppure a B (pallone da
basket). 11 classificatore puo essere caratterizzato dalle seguenti probabilita:

Ple(yr, - yx) = AlAl =pa  Ple(yr, -, yx) = B|B] = pB

che sono le probabilita di “decisione” corretta nei due casi in cui, rispettivamente, nell’immagine
I ci sia un pallone da calcio o da basket. Ovviamente il classificatore puo sbagliare, che succede
con probabilita Ple(yi, .., yx) = B|A] e Ple(ya, .., yx) = A|B]

1. Assumendo di estrarre a caso un’immagine da un database formato di 1000 immagini di
cui un terzo contengano palloni da basket e le altre palloni da calcio, si calcoli la probabilia
che la decisione finale sia sbagliata.

2. Assumendo che la “risposta” del classificatore su una particolare immagine sia C =
c(y1, -, yx) = A, si calcoli la probabilita che sia effettivamente presente un pallone da
calcio.

3. Supponendo che sia nota la funzione c(y1, .., yx ), che siano fissate le funzioni g1, .., gx usate
per estrarre le features (y1,..,yx) e che sia disponibile un database di immagini (diciamo
I,,n=1,..,N con N grande) per cui ¢ nota la classificazione (cio¢ si sa per ciascuna
immagine se ¢ presente un pallone da calcio o un pallone da basket). Sapreste indicare
un procedimento per stimare le probabilita ps e pp?

Domanda 4. Si voglia stimare il percorso di un robot planare sul piano (x,y) in funzione del
tempo t. La traiettoria si pud descrivere tramite le coordinate x(t),y(t), t € Z (si assuma un
modello a tempo discreto per semplicita, immaginando quindi di aver campionato con passo
unitario la vera traiettoria a tempo continuo). Poiché il robot si muove in modo “continuo” il
modello pit semplice che si pud immaginare ¢ il seguente:

z(t+1)
y(t+1)

(t) +72(t)
y(t) +ry(t)

dove 7, (t) e ry(t) sono processi aleatori Gaussiani, indipendenti, a media nulla e funzione
covarianza cov(r,(t),r,(s)) = 028(t — s), cov(ry(t),ry(s)) = 025(t — s); si assumono condizioni
iniziali

z(0) =0 y(0)=0.

Si assuma siano disponibili misure del tipo®

con ny(t) e ny(s) indipendenti V¢, s, Gaussiani, a media nulle e funzione covarianza cov(ng(t), ng(s)) =
028(t — 5, cou(ny (t),my(s)) = o2(t — s).

1. Si ricavi I'espressione della funzione covarianza di z(t) e y(t), t € [0, T

2. Si ricavino le espressioni degli stimatori Bayesiani E[z(t)|2,(s), z,(s), s € [0, T]] e
Ely(t)|z2(s), 2y(s), s € [0,T]], Vt € [0, T]

3. Assumendo che siano disponibili misure per ogni istante di tempo intero nell’intervallo
[0,T] (e quindi che N = T) si illustri come sia possibile ricavare lo stimatore E[z(t)|25(s), zy(s), s €
[0,¢] e E[y(t)|z2(s), zy(s), s € [0,t]] in modo ricorsivo.

3Si noti che, in generale N < T, cioé non sono disponibili misure a tutti gli istanti ti tempo interi.



SOLUZIONI

Domanda 1.8 Punti]

1. 11 processo di uscita del modello ARMA causale & un processo stazionario se il modello
ARMA ¢ asintoticamente stabile, e quindi se il polinomio caratteristico

n
§ akznfk
k=0

ha tutte le radici a modulo strettamente minore di uno; in realta basterebbe la BIBO
stabilita a patto che le condizioni iniziali siano nulle; quindi basta che la funzione di
trasferimento " L
_oCr2"T
H(z) = Zizo " -
D ko AkZ"T

non abbia poli in |z] > 1.

2. Per quanto rigurda la media di y(¢) basta osservare che

Z ary(t — k:)} =E [Z cre(t — k)]
k=0 k=0

e usando la linearita del valore atteso:

Z arEy(t — k) = Z cBe(t—k)=0
k=0 k=0

E

poiche Ee(t) = 0. Quindi la media m(t) := Ey(t) soddisfa I’equazione omogenea associata

Z arm(t —k) =0
k=0

la cui soluzione ha la forma di una evoluzione libera, che tende a zero per l’asintotica
stabilita (se il sistema fosse solo BIBO stabile si ricordi che si dovrebbero assumere con-
dizioni iniziali nulle e quindi I'unica soluzione dell’omogenea associata sarebbe identica-
mente nulla). Quindi a regime m(t) = 0.

Per calcolare la covarianza basta trovare lo spettro

D, (2) = H(z)H (27 1)0?

€

dove 02 & la varianza del rumore e(t), e ricordare che la funzione di covarianza ¢ 'antitrasformata

zeta dello spettro
A(r) = Ey(t +)y(t) = 271 [@(2)] ()

3. Per la soluzione di questo punto si vedano gli appunti del corso

Domanda 2.[8 Punti]

1. La varianza di y(t) si calcola immediatamente per sostituzione:

Var{y®)} = By*(t) =E |(bru(t — 1) + bau(t - 2) + eo(1))’]
E [(blv(t 1) 4 (by 4 bo)o(t — 2) + bov(t — 3) + eo(t))ﬂ
= 0202+ (by + bo)%02 + b302 + 0

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che v(t) ¢ bianco e completamente
scorrelato da e(t); 02 =1 ¢ la varianza di v(t).



2. Per stimare il parametro 6 nel modello

y(t) = Ou(t — 1) +e(t)
basta calcolare il predittore in funzione di 6
yo(tlt — 1) = Qu(t — 1)

ed usare il criterio PEM
1N
Oy = arg mineﬁ z:; — yp(t]t — 1))°

Per il nostro caso specifico lo stimatore si calcola in forma chiusa (il funzionale & quadratico
in @) e si ottiene lo stimatore dei minimi quadrati

N 1 N
On = (t—1Dy(t) | —— 2t -1
= e i [y R )

-1

3. Sotto le ipotesi date la coppia y(t),u(t) ¢ ergodica e quindi lo stimatore PEM converge
all’insieme dei punti di minimo del funzionale

J(O) = E(y(t) —ye(tlt — 1))
E | ((by — O)u(t — 1) + bau(t — 2) + eo(t))?
E |( ) +

(b1 — O)v(t — 1) + (by + by — O)v(t — 2) + bov(t — 3) + eo(t))”
= (bl ) (b1+b2—9)2+b§+02

Per trovare ('unico) punto di minimo 6, = arg min, J(6) basta calcolare la derivata in 0

ed eguagliare a zero, ottenendo:

b
0. —b1+52

Domanda 3.[8 Punti] Si indichi con E I'evento “decisone shagliata” e con E il suo comple-
mentare, cioe I’evento “decisione corretta”.

1. Usando il teorema della probabilita totale:

P[FE] P[E|A]P[A] + P[E|B]P|B]
{’[c(yl, . Yr) = B|A]P[A] + Ple(y, .., yx) = A|B]P[B]
1

—pa)2+(1—pp)i

dove si & usato che la probailita P[A] che 'immagine estratta a caso dal database contenga
un pallone da calcio ¢ % (perche due terzi delle immagini contengono palloni da calcio) e
ovviamente P[B] =1 — P[A].

2. Utilizzando la regola di Bayes

Al = Ple(yi,..,yr)=A|A] P[A]
Ple(yi,.yk)=A]
Ple(ys,..,yr)=A|A]P[A]

Ple(y - 7yk) A|A]P[A]+P[c(y1,..,yx)=A| B| P[B]
PA3 3
paz+(l-pn)i

P[A|C(y1’ ">yk) =




3. Per quanto riguarda la stima delle probabilita ps e pp basta operare come segue: si
dividono le immagini disponibili in due gruppi. Il gruppo G 4 contenente* Ny = [£1000]
immagini ed il gruppo Gp contenente Np = 1000 — N4 immagini. Sia CA’LGA I'esito
del classificatore applicato all’i-esima immagine del gruppo A e sia CA'LG 5 lesito sulla i-
esima immagine del gruppo Gp. Le probabilita p4 e pp si possono stimare utilizando le
frequenze relative:

. 1 A

Pa = faja = NfA#{Oi,GA = A}

i 1

Pe = fB|B = @#{Ci,cs =B}
Domanda 4.[8 Punti]

1. Per calcolare la covarianza della coppia z(t) e y(t), t € [0,T] basta osservare che:

w(t) = 2(0) + Soralk) w(t) = y(0) + 3 ry (k)
k=0 k=0

e ricordare che z(0) = y(0) = 0 e che r,(t) e r(t) sono a media nulla, bianchi e indipen-
denti. Di conseguenza di ottiene che:

Ex(t) =Ey(t) =0 Vte€[0,T]

In aggiunta

cou(y(t),x(s)) = Ey(t)z(s) = E [i ry (k) i rw(h)] = i i Ery (k)ry(h) =0
k=0 h=0 h=0 k=0

Manca quindi solo da calcolare cov(x(t + 7),z(t)) = Ex(t + 7)z(t) e cov(y(t + 7)y(t)) =
Ey(t + 7)y(t). Applicando la definizione si ottiene, per 7 > 0,

cov(z(t+7),2(t) = Ez(t+71),2(t)
B[ (a() + iz ralt + 1)) 2(0)]
= cov(z(t),z(t))

dove si usato il fatto che r,(t + k) & scorrelato da x(t) per ogni k > 0. Infine

-1 2 t—1t—1
cov(z(t), z(t)) = Bx?(t) = E (Z ry(k)> = Z Z Er, (k) (h) = to?
k=0 k=0 h=0

dove nel’ultimo passaggio si ¢ usato il fatto che cov(r,(k),r.(h)) = 625(k — h). Analoga-
mente si pud procedere per y(t). In conclusione:

cov(z(t), z(s)) = o?min(t,s) cov(y(t),y(s)) = o’min(t,s) cov(y(t),z(s)) =0

2. Per semplicita si assumera in seguto che gli istanti a cui sono disponibili le misure siano
del tipo t; =4, 9 =0,..,T. Per comodita di notazione si definisca:

2:(0) 2(0)
Co = || a0

Zw = . Zy = .
2 (0) 2 (t)

4Poiche 1000/3 non & intero, assumimamo che in realta ci siano L%IOOOJ immagini con palloni da calcio.



Lo stimatore cercato ha quindi la forma?®:

E [2(t)|22(s), 2y(s), s € [0,T]] = E [2(t)| 27 ZT]] = )
B T cov(ZT Z cov(ZX,zT)y 17 [ zT
o [ cov(x(t), Z;;) - cov( { cov( ZT cov(ZT Z%) Zg
-1
B T cov(Z zr zr
= [ COv(x(t), Zx ) 0 ] L 0 COU(Z;JT Z:Z") ZT
— cov(a(t), ZT)eor (2T, 1) 2T
dove, usando il punto precedente:
cov(z(t),ZN)=07[0 1 2 ...t t ... t]
[ 0’7% 0 0 . 0 0 i
0 o2+ 02 o? o? o?
0 o2 02 + 202 202 202
cov(ZF, 7T = ) . .
0 o? 202 (T —1)o%+02 (T —1)0?
L 0 o? 202 (T —1)o o2 +To? |

Un’espressione analoga si ottiene per
E[y(t)[z2(s), 2y(s), s € [0,T]]
3. Un algoritmo ricorsivo per il calcolo degli stimatori
E[x(t)]2:(s), 2 (s), s € [0,4]] = E [2(8)| Z3, Zy)] = @(t]t)

E[y(t)|za(s), 2y(s), s € [0,4]] = E [(t)| 2z, Zy)] = i(t]t)
si puo semplicemente ricavare applicando il Filtro di Kalman al modello di stato che si
ottiene dal testo dell’esercizio con stato

misure

con matrici di aggiornamento di stato e misura

1 0 1 0
a=o 7] e= [0 1]
e con le varianze dei rumori

10 10 00
Q=o; [0 1] R:("’%[o 1} S:[o o}’

11 filtro va inizializzato con con condizioni iniziali

{ol-1 =007 POI-1=| ¢ g

Ovviamente le stime cercate non sono altr che le stime “filtrate” dello stato, cioe:

E [2(t)]z0(5): 2 (), s € [0,2] = [LOJE(t1) E [y(t)|2(s), 2 (s), 5 € [0,¢]] = [0 LE(¢]t)

5Si ricordi che al punto 1 si & visto che tutti i processi in gioco hanno media nulla.



