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Domanda 1. Sia Y; una serie di osservazioni di tipo economico (inflazione, prodotto interno
etc.). Normalmente Y; viene espressa su scala logaritmica. Per questo motivo la differenza
Yy = Yy — Y1 rappresenta il tasso di crescita. Si assume che la serie storica y; si possa
modellare come una sovrapposizione di componenti

Yt = pt + €

dove ¢ & un “rumore di misura” (bianco, a media nulla e varianza ¢2), p; & un termine di
“trend” che soddisfa ad un modello “lineare locale”

i1 = M+ B+
Bry1 = Pr+&

con & e n; variabili Gaussiane, a media nulla e varianza Ug e 0727 rispettivamente.

1. Si scriva un modello di stato per il tasso di variazione y;

2. Si discuta la scelta delle varianze o2 e af, dei rumori & e ;. Come tarereste questi

parametri assumendo siano disponibili dei dati y;, t =1,.., N.

3. Supponendo tutti i parametri noti, si imposti il problema di stima della “componente di
trend” (p) utilizzando il filtro di Kalman.

Domanda 2. Siano u(t) e eg(t) due rumori bianchi stazionari, incorrelati, a media nulla e
varianza unitaria. Si assuma che il processo y(t) sia generato dal modello “vero”

y(t) = aly(t — 1) + Bu(t — 1) + eo(t) [al] < 1.
Per fare identificazione si utilizzi un modello ARMAX del tipo
(1 —arz"Hy(t) = bz ut) + (1 +crz He(t)
dove i coefficienti 8 := (a1, b1, 1) sono da stimare.

1. Si scriva l'equazione per il predittore ad un passo gs(t|t — 1). Quali condizioni devono
essere verificate affinche g (¢t — 1) appena calcolato sia una funzione causale (e stabile)
del passato congiunto di y(t) e u(t)?

2. Si dica dove converge lo stimatore a minimizzazione dell’errore di predizione
L XN
On = argemin N Z(y(t) — go(tlt —1))2
t=1

Domanda 3. Si consideri il modello lineare nei parametri

y(t) = Z 0ifi(x,t) +e(t) (1)



dove f; sono funzioni note del tempo ¢ e di una variabile di ingresso x. Ad esempio, si consideri
I'equazione di una pendolo (senza attrito) #(t) = —% sin(z(t)). Si assuma che z(t) sia misurabile
esattamente (ad esempio usando un encoder) e siano anche disponibili misure (rumorose) di
accelerazione y(t) = Z(t) +e(t), t = k1., k =0,1,..,N — 1. Allora il modello del pendolo si puo
scrivere nella forma

y(t) = O1sin(z(t)) + e(t)

dove 6, := —g/¢.

1. Supponendo siano disponibili misure y(t), z(t),t = kT., k = 0,.., N — 1 si dica come si
puo stimare il vettore di parametri 64, ..,0,,.
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2. Assumendo che e(t) sia un rumore bianco, Gaussiano, a media nulla e varianza o7, si

scriva ’espressione della varianza dello stimatore ricavato sopra.
3. Si scriva un algoritmo ricorsivo per la stima della lunghezza del pendolo.

4. Supponiamo il sistema descritto da (1) cambi le caratteristiche di qualche suo compo-
nente (ad esempio cambia la lunghezza del pendolo). Come di pud utilizzare il modello
identificato sopra per monitorarne il comportamento?

Domanda 4. Un’azienda ha due impianti di lavorazione; il primo impianto (che chiameremo
Iimpianto A) ¢ pitt moderno del secondo impianto (diciamo impianto B) e riesce a smaltire
lo stesso carico di lavoro dell’impianto B nella meta del tempo. In aggiunta i pezzi prodotti
dall’impianto A sono piu affidabili. Si indichi con p4 (pg) la probabilta che un pezzo prodotto
dallimpianto A (B) si rompa entro il suo primo anno di vita. Si assuma che py = 0.001 e
PB = 0.01.

1. Sapendo che un pezzo “preso a caso” si e rotto entro il suo primo anno di vita, qual’e la
probabilita che sia stato prodotto dall’impianto A?

2. Si assuma che pezzi diversi siano “indipendenti” tra loro e che ogni linea di produzione
formi dei lotti di 5 pezzi. Sapendo che un lotto proviene dall’impianto A, si calcoli la
probabilita che almeno uno dei 5 pezzi si rompa entro un anno.



SOLUZIONI

Domanda 1.

1. Basta prendere come vettore di stato

n
Ty =
=[5
e si ottiene che y; soddisfa all’equazione di stato:
B 1 1 (1 0 N
S A 1“@} 2)
Y = 1 0 Tt + €

2. La taratura delle varianze dei rumori si puo fare come segue:

e calcolare il predittore ;;_; usando l'algoritmo del Filtro di Kalman applicando al
modello (2). (Riportare le equazioni. Vedere gli appunti)
Questo predittore dipende dalle varianze dei rumori.

e Calcolare gli errori di predizione e; := y; — ysp—1, t = 1,.., N.

e Aggiustare le varianze fino a che U'errore di predizione e; ¢ “il piu bianco possibile”.
Ad esempio si puo utilizzare il periodogramma cumulato come test di bianchezza.

e Poiche la componente di trend p; € la prima componente dello stato x;, ¢ sufficiente
trovare, utilizzando 1’algoritmo del Filtro di Kalman applicato al modello (2) (scrivere
esplicitamente le equazioni, vedere appunti), la stima “filtrata” i, e porre

fiee = [1 0]y
Domanda 2.
1. Dato il modello ARMAX
WO) = Gl + GE3el 0

con doveA(z) e C(z) hanno zeri di modulo strettamente minore di 1, il predittore di un
passo si ricava dalla

y(8) = g(tlt = 1) +e(t) =

Ricavando e(t) in funzione di u(t) e y(¢) in (3) si ottiene

o(t) =~ g u(t) + £t

e sostituendo in (4) si ottiene

B(z)

y(tlt — 1) = t t
il = 1) = ) + =5y
Con il modello nel testo dell’esercizio si ottiene:
R bzt (1 +ay)z7t
tit—1) = t t
daltle = 1) = 5 + S )
dove 0 := [ay, b1, c1] e la condizione di stabilita & che gli zeri di C(2) := z(1+¢;27 1) siano

in modulo minore di uno, cioe |¢1| < 1.



2. Lo stimatore PEM converge all’insieme dei punti di minimo di
J(0) = E [(y(t) — go(t]t — 1))?]
Si verifica facilmente che per 8y = [b9,a{, 0]
J(6o) = Var{eo(t)}

che ¢ chiaramente il minimo assoluto di J(9).

Poiche I'ingresso u(t) bianco & persistentemente eccitante, si verifica anche (si vedano gli
appunti) che J(0) > Var{eg(t)} V0 # 0.

Di conseguenze lo stimatore PEM converge a 6y = [b9,a{, 0].

Domanda 3.

1. E sufficiente porre

4(0) sin(z(0)) ¢(0)
y(T,) sin(z(T.)) o(T)
Y = . S = : FE = :
y(N - 1)T) sin(z((N — 1)T,)) e(N - 1)T,)

e risolvere il sistema

Y =S80+E (5)

al minimi quadrati, ottenendo:
Ors = (STS)1STY
2. L’errore di stima g := éLs — 0 si ottiene da:
Ors—0=(STS)'STY —0=(ST9)" 18Ty —09=(5T9)"'STE
Usando il fatto che le componenti di E sono scorrelate e a varianza o2 si ottiene:

Var{éLs}

E[(STS)"'STEETS(STS)™!]
(STS)"'STE[EET] S(STS)~!
(STS)"1STo21S(STS)~!
o2(ST )"

3. Basta applicare 'algoritmo dei minimi quadrati ricorsivi (RLS) (vedi appunti) per risol-
vere ricorsivamente ai minimi quadrati ’equazione (5). Nel compito ovviamente bisogna
riportare le equazioni dei RLS.

4. Avendo ottenuta una stima di € si puo anche ricavare una stima della varianza utilizzando
la media campionaria dello scarto quadratico, i.e.

1N

5’3 = N i (y(ch) - éLS 5111(:1:(ch)))2
k=0

—

da cui una stima della varianza di 0rg

Var{f,s} = 62(STS)™*



Quando si ottengono nuovi dati {y(kT.)}, k = N, N + 1, .. gli errori g(kT,) := y(kT.) —
015 sin(x(kT.)) si possono scrivere nella forma:

§(kT.) = e(kT.) — Opgsin(x(kT.)), k=N,N+1,..

Poiché e(kT,) & bianco, e(kT,) & scorrelato da frg per k > N. Di conseguenza §j(kT,),
sotto ipotesi di Gaussianita di e(kT,) ¢ una variabile Gaussiana a media zero e varianza

Var{g(kT.)} = o> + Var{éLs} sinz(x(ch)) (6)
che si puo stimare con
Var{g(kT,)} = 6% + Var{f,s} sin®(x(kT,))

Quando diventano disponibili nuovi dati si puo verificare se I'errore di predizione di un
passo ¢ ragionevolmente una variabile Gaussiana a media zero e varianza Var{g(kTc)}.
Per esempio, si pud costruire un intervallo di confidenza per l'errore di predizione. Se
Perrore effettivo esce “troppo” spesso dall’intervallo di confidenza allora si puo ragionevol-
mente pensare che il valore “vero” del parametro 6 ¢ cambiato. Si puo anche effetture un
test di bianchezza sui residui §(k7.) come illustrato negli appunti.

LA PARTE CHE SEGUE NON ERA RICHIESTA NEL COMPITO. PER COMPLETEZZA
RIPORTO COME SI POTREBBE FORMALIZZARE IL PROBLEMA.

Per quantificare I’analisi sopra si potrebbe procedere come segue:

Da (6) si ottiene che la media della somma degli errori quadratici in una finestra di

lunghezza M
1 N+M-1

RMS(M) : — g sin(z(kT.)))?
k=N

soddisfa (giustificare!):

1 N+M-—-1 ~
E[RMS(M)] =E {M Z (y(kTe) —Ors sin(x(ch)))Q} =
7
_ o2y VaT{QLS} N% 1sm T.)) "

Con un po piu di fatica si ottiene che

2

1 N+M-—-1 )
E [RMS*(M)] =E lM > (WkT.) — fus sin(z(kT.)))? =1+ &) ol+
k=N

+72Var{9LS}a N[Z ZN+M Ysin? (2 (kT,)) + g;ﬁ{l sin?(z(kT.)) sin2(x(th))} +
—|—IE9LS e ;LFZVIIV ! sin?(z(kT.)) sin?(z(hT.))
(8)

dove
a2y sin® (2 (kTy)) sin® (x(hT))

ponasi sin2(ac(ch))r

Ef}s = 307

Per M grande, utilizzando il Teorema Limite Centrale, la densita di probabilita della
variabile RMS(M) & ben approssimabile con una Gaussiana; la media ERMS(M) &
data da (7) e la varianza 0%, si ottiene da (7) e (8) come 0%,,5 = E[RMS?*(M)] —
[E[RM S(M)]J?



A questo punto ¢ semplice impostare un test delle ipotesi che ci porta a rifiutare I'ipotesi
che il parametro 6 sia invariato se

IRMS(M) —E[RMS(M)]| > aogus

dove a si deve determinare imponendo che la probabilita di rifiutare I’ipotesi che il
parametro sia costante anche quando effettivamente lo & sia un valore fissato; ad es-
empio se si vuole che questa probabilita sia 0.95 si deve scegliere a = 1.96 (si vedano le
tavole delle Gaussiane).

Domanda 4.[8 Punti]

1. Date le ipotesi del problema, un pezzo preso a caso dal mercato ha ha probabilita P[A] =
2/3 di provenire dall’impianto A e probabilita P[B] = 1/3 di provenire dall”impianto B.
La probabilita dell’evento R := {3l pezzo si rompe entro il suo primo anno di vita} si pud
calcolare usando il teorema della probabilita totale

PIR] = PIRIA|PLA] + PIR|BIPIB) = pa +p53

La probabilita richiesta P[A|R] si calcola usando la regola di Bayes:

PJA|R] = PRIAIPLA] %02
R S

2. Se un lotto di 5 pezzi “indipendenti” proviene dall’impianto A, la probabilita dell’evento
R5 := {Almeno uno dei 5 pezzi si rompe entro l’anno} si pud esprimere in funzione
dell’evento come segue:

P[R5] = 1 — P[nessun pezzo rotto entro un anno] = 1 — P[R°]> = 1 — (1 — 0.001)°



