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23.1 Unscented Kalman filter

Si continua ora con l'unscented Kalman filter (UKF) visto la lezione scorsa. Il procedimento
del’'UKF consta di tre passaggi. Nel primo la variabile casuale z viene approssimata da
2N + 1 punti v; pesati da dei pesi w; scelti in modo tale che media e varianza coicidano con
quelle originali di x. Nel secondo passo si mappano questi punti attraverso la funzione non
lineare g(x). Infine i punti mappati vengono approssimati con un opportuna gaussiana.
Si ha:

pao(r) ~ N(2, ;) y=g(z)

e si approssima la p, con una gaussiana ottenendo:

f media pesata
vazianza

Figura 23.1. Procedimento dell’Unscented Kalman Filter

1. Da p,(-) ~ N(Z, P,) si generano 2N + 1 punti (dove 2 € RY) nel modo seguente:

® Vg =X
e UV =T+ oy

® Uy =T — Q0]
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® Uon_1 =T+ QOon

® Uy =T + oy
dove o e un fattore di scala che viene imposto in modo che la media campionaria
degli v; risulta pari a T e la varianza campionaria degli v; pari a P,. Il calcolo di « si

comincia fattorizzando la varianza di x P, = UDUT, con U = [uy, ..., uy| una matrice
di vettori u; ortonormali e D la matrice diagonale

A
D= >0
AN

Si pu6 scrivere la P, nel modo seguente:

P, =UDU*

VA VA uf
vV )\N vV )\N u%

VAul

= [\/A_ﬂ/& \/)\NUN:| :

RV )\NUIJ\;

= )\1U1U¥1 + ...+ )\NUNU%-

Chiamando o; = v/ A\ju; (vedi vettore rosso in Figura 23.1) si ha che P, = Zf\il ool
La densita di probabilitd di z pud essere approssimato nel modo seguente:

2N
=0

con i pesi
1
’LUl—U)Q—...—U)QN—m
2N
N K
o ;w N+K N+K

Vengono ora calcolate la media e la varianza di = relative alla densitd di probablita
approssimata:
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/5 Tw;0 x—vzdx—g wzvz—$§ w; = T

Vary, () =E;, [(x — /Z (z — 2)Tw;0(x — v;)dw,

2N N 1
T 7 2_ T

i=1
2

N+KZ i N+KP

avendo effettuato il cambio di variabili £ = x — Z. Poiché Var;, () = P, si determina

- VN T K.

2. Al secondo passo si devono mappare le v; usando la funzione non lineare g(-) ottenendo
cosi y; = g(v;) con ¢ = 0,...,2N. La densitd di probabilitd approssimata di y risulta
essere

Py = Zwié(y - yz) = ﬁy

3. Al terzo passo si effettuano le seguenti approssimazioni:

by =N, P) Zpy(), §:=Eply] =D wy
=0

Py = Vary,(y) = Ep,[(y — 5)( szy Ny—9" >0
e vorremo che almeno per i momenti del primo e secondo ordine valga
py(1) Epy(-)-

Fino ad ora si sono mappate densita di probabilita in densita di probabilita e le abbiamo
approssimate con delle gaussiane.

RN %zb

P, = cov(x,y) sz v; Yi — )

con

zly ~ N(po + Poy Py — 1), Po — Py P, PL)
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Si cerca ora di applicare quanto visto al modello dinamico non lineare:

Tp+1 = f(xk,uk, wk)
yr = h(xy, vg)

Non essendo necessariamente wy e v, gaussiani questi vengono approssimati nel modo se-

guente:

Wy ~ pw(') = N(vaw)
(%3 va() gN(®>Pv)
T = N (g, Prk)

ka_ka_wk

e dunque si puo scrivere y = g(§) con

r e R”
Tk i‘]dk Pk|k 0 0 yeR™
e=|w| ~N(|@ |, |0 P 0]), { weRr
Vg v 0 0 P, v € RY
5 c Rrtrta — RN
Si dovranno dunque generare 2N + 1 punti v; = 0,1,...,2N con i pesi
1
= P70
YN R) 7
K
Wy = .
TN+ K

A . .« A ~ X Yy Ty . ..
E ora per calcolare Zj41j,+1 ho bisogno di 1k, Ykt Pk-i—l\k? Pk+1\k7 Pk—o—l\k? infatti:

e calcolando:

Thg1fht1 = Tht1jk — Pﬁuk(Pgﬂm)_l(QkH — Ukt1]k) (23.1)

2N
Tl = Z wi f (v, ug, wy')

=0

2N
Pl = Zwi(f(vf,uk,w;-”) — Tp ) (F(0F ug, 0)) — Brgape)”
i=0

2N
~ _ A0 v
Ykl = E :wih<xk+1|kz’vi)
i=0
2N
Y _ A7 ~ ~1 ~
Pk+1|k - § :wi<yk+1|k - yk+1|k)(yk+1\k ~ Yk+1|k
i=0
2N
Ty ni . i . T
Pk+1|k - Z w,;(xk+1|k - Ik+llk)(yk+1\k - yk+1\k)
i=0

)T
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si hanno tutti i termini necessari per implementare la (23.1).

Si noti come in questo caso non e necessario linearizzare ad ogni passo la matrice come
nel caso del filtro esteso e si approssimano distribuzioni piuttosto che non linearita. Inoltre
con questo metodo si ottiene una precisione del secondo ordine senza calcolare hessiane o
jacobiane. I pesi possono poi essere scelti in modo tale da catturare statistiche di ordine
piu elevato. Tuttavia qui si rende necessario diagonalizzare la matrice di varianza di £ al
variare di Py;. Per rendere meno oneroso questo calcolo si usa la Squared UKF (che utilizza
la fattorizzazione di Cholesky), chiamando @ la radice di P si puo scrivere:

P =UDU" = (UD:UT)UDUT) =VPVP' , VP=Q=u]...|o]

T
(% N
PIQQT:[Ul UN} :Z’Uﬂ)iT
oL i=0
N

Segue un esempio in cui si mettono a confronto il Filtro di Kalman Unscented con il filtro
di Kalman Esteso.
Esempio:

y=1a* 2R, z~N(T,02)

\'4

Figura 23.2. Procedimento del filtro UKF
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Rappresentando x come x := T+ dz con dx ~ N(0,2) si calcolano la media e la varianza
esatta di y:

ir = Eyly] = Es[2%] = Eo[(7 + 02)7]
= E[z° 4 2262 + (62)?]

217:2—1—0325

(oy)r = Var(y) = E[(z* — (2% + 03)")]
= E[4z%(0z) + (02)* + 02 4 42(02)® — 470262 — 2(67)%0?]
= 47%02 + E[(62)*] + o — 2074
= 20% + 47%02

dove nell'ultimo passaggio si ¢ sfruttato il fatto che E[(dx)*] = 302. L’esempio prosegue
nella prossima lezione.
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