
Eseritazione 1Guido AlbertinElena To�oliGianarlo Baldan13 maggio 2007Inseguimento di un veiolo1 La varianza di errore onverge in quanto si ha he
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0.0316 0.0008 0 0
0.0008 0.1000 0 0

0 0 0.0316 0.0008
0 0 0.0008 0.1000









(1)ha rango pieno quindi (A, Q1/2) è raggiungibile e he la oppia (A, C) è osservabile da
rankO = rank

























1.0000 0 0 0
0 0 1.0000 0

1.0000 0.1000 0 0
0 0 1.0000 0.1000

1.0000 0.2000 0 0
0 0 1.0000 0.2000

1.0000 0.3000 0 0
0 0 1.0000 0.3000

























= 4 (2)
di onseguenza per quanto sviluppato a lezione si ha he esiste unia e de�nita positiva unamatrie P∞ soluzione della ARE e stabilizzante. La matrie di guadagno di retroazioneasintotia è

K∞ =









0.4973 0.0000
0.7608 0.0000
0.0000 0.4973
0.0000 0.7608









(3)
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4 La varianza ampionaria dell'errore di predizione e
p
k = xk − x̂k|k−1 può ottenersiappliando la formula
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p
j rappresenta la media ampionaria dell'errore di predizionealolata all'istante k.Il alolo di media e varianza ampionaria può e�ettuarsi anhe in modo riorsivoome dimostrano i passaggi di seguito riportati.
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.Nelle simulazioni e�ettuate la varianza ampionaria dell'errore di predizione onvergeal valore teorio P∞ menzionato in preedenza e soluzione della ARE.2



A sua volta anhe la varianza ampionaria dell'errore di stima es
k = xk − x̂k|k siomporta asintotiamente seondo

P s
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T
→ P∞ − K∞ CT P∞. (5)A prova della onvergenza risontrata si riportano di seguito gli andamenti temporalidelle trae delle matrii di varianza ampionaria e teoria relative all'errore di predizionee stima
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Come si vede lo stimatore asintotio (di ui si è implementata solo la versione heesegue il �ltraggio) sulla singola realizzazione ha un omportamento peggiore rispetto al�ltro di Kalman riorsivo infatti la sua varianza d'errore ampionaria risulta essere, a parteun transitorio iniziale, sempre maggiore di quella ottenuta ol �ltro tempo variante. Altreonferme di questo omportamento si possono ottenere esaminando i numerosi gra�iprodotti dal odie fornito.E�ettuando inoltre M distinte simulazioni è possibile alolare la varianza ampionariadegli errori in ogni istante utilizzando i ampioni nelle diverse simulazioni. Le trae di talivarianze ampionarie, he possono anora essere alolate mediante le formule riorsivedeterminate in preedenza, sono riportate nei gra�i seguenti.
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è evidente he le medie ampionarie onvergono, dopo un breve transitorio iniziale, airispettivi valori teorii. Si riorda he il valore teorio per la varianza d'errore di �ltraggionel aso di stimatore tempo invariante è proprio P∞.
3



5 In questo aso non vi è aluna modi�a sostanziale rispetto al aso in ui q = 1,
r = 1. Infatti anora una volta la oppia (A, Q1/2) è raggiungibile e la oppia (A, C) èosservabile pertanto esiste unia e de�nita positiva una matrie P∞ soluzione della AREe stabilizzante. In questo aso però la matrie P∞ è inferiore rispetto a quella ottenutanel aso preedente in quanto il rumore è diminuito. La matrie di varianza d'errore distima in questo aso è nulla in orrispondenza agli errori di posizione perhè le misure diposizione sono a�ette da errore nullo.6 In questo aso, mentre (A, C) è anora osservabile, la oppia (A, Q1/2) non è più rag-giungibile essendo nulla la matrie Q1/2. Inoltre la matrie di stato relativa al sottospazionon raggiungibile oinide on A e non è quindi asintotiamente stabile perhè ha tutti gliautovalori in 1. Se ne dedue he la oppia (A, Q1/2) non è neppure stabilizzabile. Questoimplia he la matrie P∞ verso ui onverge P (t) non è stabilizzante quindi il �ltro tempoinvariante he si otterrebbe non sarebbe asintotiamente stabile. Inoltre, essendo nullo ilrumore di modello, la matrie P (t) onverge alla matrie nulla ui orrisponderebbe unmatrie di guadagno a regime K∞ = 0 e, onseguentemente, il relativo �ltro tempo inva-riante avrebbe la forma x̂k+1 = Ax̂k e realizzerebbe una stima dello stato senza basarsisu aluna misura; tale stima per ondizioni iniziali di veloità non nulle risulta divergente(in quanto A ome gia osservato è instabile). Difatti si ha he l'andamento dell'errore distima è dato da ek+1 = A ek (segue da K∞ = 0) e quindi he ek = Ak e0. Per la partiolareforma di A si ha he

Ak =









1 0.1 k 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0.1 k

0 0 0 1









(6)da ui si dedue ome un iniziale errore sulla stima di una veloità ausi un erroredivergente sulla relativa posizione.Stima di parametri ostanti1 In questo aso si ha A = 1, Q = 0, C = 1, R = r, pertanto le equazioni del �ltro diKalman risultano:
pk+1 = pk − p2
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Supponendo he le misure partano dall'istante 0, l'inizializzazione dell'algoritmo pre-vede di partire on la ondizione x̂−1 = x0, ossia la stima a posteriori all'istante −1oinide on la stima a priori all'istante 0. La varianza dell'errore di predizione all'istantezero è invee p0In questo semplie aso tutte le formule riorsive ottenute possono essere sritte informa hiusa. Per la varianza dell'errore di predizione si trova
pk =

p0
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r (10)La dimostrazione della (10) può essere fatta per induzione infatti per k = 1 porge
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r, he è esattamente quanto si ottiene dalla (7) per k = 0 quindi la basedell'induzione è veri�ata.Il passo induttivo si ottiene anora una volta sfruttando la (7) e l'ipotesi induttiva:

pk = pk−1
r

r + pk−1
= (H) =

p0

(k − 1)p0 + r

r

r + p0

(k−1)p0+r
r
r

=
p0

(k − 1)p0 + r

(k − 1)p0 + r

kp0 + r
=

p0

kp0 + r
r.In modo analogo è possibile dimostrare he la forma hiusa per il alolo della stimaal tempo k è:

x̂k =
r

(k + 1)p0 + r
x0 +

(k + 1)p0

(k + 1)p0 + r
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x̂k+1 =
r

pk+1 + r
x̂k +

pk+1

pk+1 + r
yk+1 =

(k + 1)p0 + r

(k + 2)p0 + r
x̂k +

p0

(k + 2)p0 + r
yk+1 = (H) =

=
r

(k + 2)p0 + r
x0 +

(k + 2)p0

(k + 2)p0 + r
my(k + 1).Esaminando la (10) è ora evidente he limk→∞ pk = 0 ∀p0 e, onseguentemente, si ha

limk→∞ kk = 0 ∀p0.2 Dalla (10) si riava failmente limp0→∞ pk = r
k
(quindi limp0→∞ p1 = r).Dalla (11) si ottiene invee limp0→∞ x̂k = my(k).Questi risultati mostrano quale sia il omportamento del �ltro di Kalman quando nonsi ha aluna onosenza a priori della grandezza da stimare (ioè p0 = ∞).Per apire ome questa onosenza a priori in�uenzi il omportamento del �ltro oorreesaminare più attentamente la (11) in ui si nota ome, ad ogni istante, la stima sia5



ottenuta ome ombinazione lineare onvessa (α + β = 1) della onosenza a priori delparametro e della media ampionaria delle misure �no all'istante k.Fissato il valore di k, al resere di p0 la stima si avviina alla media ampionaria
my(k) (α diminuise e β aumenta) quindi p0 determina quanto la stima deve basarsi sullaonosenza a priori del parametro rispetto alla media ampionaria. Al limite per p0 = 0 lastima oinide on x0 mentre per p0 = ∞ la stima oinide, ome già visto, on la mediaampionaria.Fissato il valore di p0, al resere di k si ha he α diminuise mentre β aumenta quindiaumentando il numero di misure la stima tende a spostarsi verso la media ampionariaindipendentemente da p0.3 Nei gra�i seguenti si riportano gli andamenti ottenuti in simulazione utilizzando
x0 = 1.9, x0 = 1.5, p0 = 0.5 ed r = 0.4.
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Come si evine failmente dalla relazione (10) la varianza dell'errore di predizioneonverge a zero ome 1
k
, questo tipo di andamento è evidente anhe nel gra�o testériportato.
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